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Hausdorff und die Exponentialformel in der Lie-Theorie!
Ginter Czichowski

1. Historisches

Das Jahr 1992 gibt besonderen Anlafl zur Wiirdigung zweier grofler Mathe-
matiker: Zum einen jahrt sich zum 50. Male der Todestag von FELIX HAUSDORFF,
dem bedeutenden Mengentheoretiker und Topologen. Zum anderen wurde vor 150
Jahren SOPHUS LIE geboren, der mit seinen groflen Ideen zur Verbindung von
Gruppentheorie, Geometrie und Analysis Entwicklungen ausloste, die noch heute
andauern. Mit der Arbeit, die im Mittelpunkt dieser Darlegung stehen soll, hat
Hausdorff, obwohl sich seine mathematische Forschungen nicht hauptsachlich im
Feld Liescher Arbeitsrichtungen bewegten, einen grundlegenden Beitrag zur En-
twicklung der Theorie Liescher Gruppen geleistet. Die Tatsache, dal beide Math-
ematiker langere Zeit in Leipzig wirkten, ist vielleicht eine naheliegende Erklarung
fiir einige gruppentheoretische Interessen von Hausdorff; dem Verfasser ist jedoch
nichts Genaueres dariiber bekannt. Wie die weitere Entwicklung zeigte, betraf
sein Resultat direkt den Kern der Lieschen Theorie, der wohl in den Beziehun-
gen zwischen Liegruppen und Liealgebren besteht. Eine Liegruppe G ist bekan-
ntlich eine Gruppe, die zugleich eine solche Struktur als differenzierbare Mannig-
faltigkeit hat, daf die Gruppenoperationen (z,y) +— z-y und z + z~! durch
differenzierbare Abbildungen beschrieben werden. Als Standardbeispiele konnen
hierbei die bekannten Matrizengruppen wie SL(n,R) oder GL(n,R) usw. dienen.
Der wesentliche Effekt der Lie-Theorie besteht nun darin, dafl die relativ kom-
plizierte Struktur einer Liegruppe beschrieben wird durch ihre Liealgebra. Dies ist
im wesentlichen eine Struktur der linearen Algebra, ndmlich ein Vektorraum mit
einem zusétzlichen bilinearen Produkt (dem Kommutator [-,-]), das antikommu-
tativ ist und der Jacobi-Identitat [z, [y, 2]] + [z, [z, y]] + [y, [z, x]] = O (als Ersatz
fiir die Assoziativitédt) geniigt. Auch hier kénnen wieder die Liealgebren von Ma-
trizen wie sl(n,R) oder gl(n,R) mit der Kommutatorbildung [z,y] = xy — y-x
als Standardbeispiele dienen.

Beide Objekte, die Liegruppe G und ihre Liealgebra L, sind nun verkniipft durch
die Exponentialabbildung exp : L — G, die L in G abbildet und glatt ist. Dabei
wird eine Nullumgebung aus L diffeomorph auf eine Umgebung des Einselementes
in G abgebildet. Deshalb kann man (zumindestens lokal) die Multiplikation von G
nach L iibersetzen und danach fragen, wie sie sich in der Liealgebra wiederspiegelt.
Die Antwort auf diese wichtige Frage wird nun durch eine Formel gegeben, die in
voller Allgemeinheit zuerst von FELIX HAUSDORFF bewiesen worden ist: Fiir El-

!Dies ist der Abdruck eines Artikels, welcher in einem Sammelband zur Erinnerung an den
50. Todestag von Felix Hausdorff erscheinen wird.
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emente x,y in einer hinreichend kleinen Nullumgebung von L gilt

eT.e¥ — 6C’H(J:,y)
mit ]
CH(x,y):x+y+§-[x,y]+~~ (1)

Diese Gleichung wird als Campbell-Hausdorff-Formel bezeichnet, und die rechte
Seite heiit auch Campbell-Hausdorff-Reihe. Neben x und y stehen darin nur
Glieder, die (von Zahlenfaktoren abgesehen) nur durch Kommutatoren von z und
y allein gebildet werden. Als Folgerung ergeben sich zwei zentrale Aussagen der
Lie-Theorie:

Die Multiplikation in einer Liegruppe G ist lokal durch die Struktur threr
Liealgebra bestimmt. Liegruppen mit isomorphen Liealgebren sind lokal isomorph.

Zu jeder Liealgebra L (mit dim L < oo) ezistiert auch eine lokale Liegruppe,
ndmlich als eine Nullumgebung in L mit der Multiplikation x oy = CH (x,y).

Man kann daher HAUSDORFFs Ergebnis mit Recht als grundlegend fiir eine
allgemeine Theorie der Liegruppen bezeichnen. Wahrend bei SOPHUS LIE vor
allem Transformationsgruppen im Mittelpunkt seiner Untersuchungen standen,
werden in der Folgezeit Liegruppen zu selbstandigen Strukturen, die nicht unbed-
ingt auf einen zu transformierenden Raum bezogen sind. Mit Blick auf die zentrale
Bedeutung der Beziehung Liealgebra—Exponentialabbildung—Liegruppe hat daher
K. H. Hofmann [11,12,13] 1972 vorgeschlagen, bei der Darlegung und Gestaltung
der Theorie folgende Definition an die Spitze zu stellen:

Eine Liesche Gruppe ist eine Hausdorffsche topologische Gruppe mit einer
Exponentialfunktion, die die Funktionalgleichung von Campbell, Dynkin und Haus-
dorff im Kleinen erfiillt.

In der Tat gelangt man auf diesem Weg am schnellsten zu den wesentlichen Aus-
sagen der Theorie, die bekannten linearen Gruppen sind leicht als Liegruppen
verifizierbar, und der miithsame historische Weg bis zur Entstehung der Theorie
muf} nicht unbedingt nachvollzogen werden.

Schlieflich sei noch vermerkt, dal HAUSDORFF auch die Untersuchungen von
BAKER [1] und CAMPBELL [3] zum gleichen Gegenstand bekannt waren, die einige
Jahre frither erfolgten (mitunter wird auch der Name BAKER bei der Benennung
der Formel mitgefithrt). Er hat aber mit Recht auf die einschrankenden Bedingun-
gen verwiesen (Rechnungen im Kalkiil der Matrizen bzw. Differentialoperatoren),
die bei beiden Vorgangern zugrunde lagen.

2. Ableitung der Campbell-Hausdorff-Formel

Obwohl spéater von DYNKIN [8] auch die explizite Form der Campbell-
Hausdorff-Reihe, namlich der Reihe fiir die Funktion

CH(,I‘, y) = log(ex'ey)a
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berechnet wurde, ist fiir die Bedeutung in der Theorie zunéachst die qualitative Aus-
sage wichtiger, dafl diese Reihe durch Kommutatoren allein gebildet werden kann.
Der kiirzeste Weg zum Beweis dieser Aussage, auch von Hausdorff beschritten,
lauft darauf hinaus, iiber Rekursionsbeziehungen zu zeigen, dafl die homogenen
Glieder dieser Reihe alle Linearkombinationen von Kommutatoren sind.

So bildet man etwa die Reihe fiir die Funktion CH (t-x,t-y), (t € R) und ordnet
nach Potenzen von t:

CH(t-x,ty) =t-CHy(z,y) + t> CHy(z,y) + - - -

Dann zeigt man rekursiv, dafl alle Glieder C'H(z,y) Linearkombinationen von
Kommutatoren sind.

Wir demonstrieren hier ein kurzes Verfahren (siehe auch [4]), bei dem
die Ableitungen und Konstruktionen in einer vollstdndigen normierten Algebra
erfolgen, um mit Potenzreihenkalkiil und elementarer Differentialrechnung bequem
umgehen zu konnen. In 4. wird spater erlautert, daf§ dieses Verfahren durchaus
so fiir eine ganze Klasse lokal konvexer Algebren verallgemeinert werden kann,
daBl auch der Fall der formalen Potenzreihen, in dem HAUSDORFFs Rechnungen
verlaufen, eingeschlossen ist.

Sei A also eine vollstandige normierte Algebra mit FEins und mit einer Norm, die
submultiplikativ ist, d.h. es gilt

-yl < ll-lyll

Mit [z,y] = z-y — y-x werde wieder der Kommutator zweier Elemente bezeichnet,
und die Norm 148t sich dann auch noch so wahlen, dafl gilt ||[z, y]|| < ||z||||y||. Fur
jedes x € A ist dann die Abbildung ad x als Kommutatorbildung mit x definiert:

adx = (y — [z,y])

ad x ist stetig, die Norm dieser Abbildung ist < ||z||.

Jetzt 1aBt sich in A auf zweierlei Weise mit einem Kalkiil analytischer Funktionen
arbeiten:

Ist f(2) = X a,2" eine reelle, fiir |z| < p analytische Funktion, dann wird in der

Nullumgebung U = {z € A: ||z|| < p} durch f(x) “/ s~ a,a" eine entsprechende
analytische Abbildung von U in A definiert.
Ebendso wird fiir jedes x € U eine Abbildung f(adz) von A in A durch

fladz)(y) <Y an-(ad )" (y)
definiert. Fiir das Folgende sind insbesondere die Regeln
(f-9)(x) = f(x)g(z), (2)
(f-g)(adz) = f(adz) o g(adx) (3)

wichtig, die fiir je zwei in Null analytische Funktionen f und ¢ und fir kleine x
gelten. Dies ergibt sich unmittelbar iiber die Multiplikation der entsprechenden
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Potenzreihen. Fiir den angekiindigten Beweis benotigen wir aulerdem noch zwei
Formeln, die sich leicht durch Induktion beweisen lassen:
Es gilt stets

n - i\ i, i
() = 31 (o @)
Ist ferner u: R — A eine stetig differenzierbare Funktion, dann gilt

—u = Zu" = adu) (i), (5)

wobei 4 die Ableitung von u nach ¢ bedeutet.
Multipliziert man (4) mit % und summiert auf, dann ergibt sich die wichtige
Beziehung

" (y) = e"ye " (6)

Die Gleichung (5) erlaubt durch gliedweise Differentiation der entsprechenden
Reihe fiir e* eine Formel zur Berechnung der Ableitung von e* nach ¢, wenn
u von t abhangt: Es ist

oo n—1

it u_ gg (k+1> R ad ) (@),

Setzt man hier als neue Indizes y =n —k — 1,v = k 4+ 1, dann erhalt man

= e"-f(adu)(i), (7)

wobei f(z) = 1=¢= ist.
Nach diesen Vorbereitungen erfolgt nun der Beweis recht schnell. Wir setzen

6t-acet-y — eCH(t-J:,ty)
und .
u=CH(taz, ty) =Y t" CHy(z,y).
k—

Dann folgt durch Differentiation von e" nach ¢ zunachst

e - fladu)(u) = xe" + ey.

~* und Benutzung von (6) liefert weiter

fladu)(i) = e " (z) + y.

Multiplikation mit e

Hier ist wieder f(z) = 1=¢—, und mit g = % sowie (3) erhédlt man schliefllich

i = gladu)(e”*“(x) +y) = g(— adu)(x) + gladu)(y)
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Mit der Taylor-Entwicklung

% Bk

k=0
die By sind dabei die Bernoullischen Zahlen, ergibt sich in Form einer Reihe

[e.e]

i= > P adu) o+ (-1)")

k=0

Durch Differentiation an der Stelle ¢ = 0 erhélt man hieraus rekursiv, mit der
Abkiirzung CHy, fiir CHy(x,y) und beginnend mit CHy = u(0) = 0,

CH, = z+vy
1
CHy, = _[xay]

2

CHy = S % S MOH . (CHyy, [ [CHyw (1)) ]

k=0 mi+---+mp=m—1

Hieraus folgt unmittelbar, daf8 alle Terme CH,,(z,y) durch Kommutatoren in z
und y gebildet werden koénnen.

3. Zu Hausdorffs Beweis

HAUSDORFF [10] leitet sein Resultat tiber die Gestalt und Qualitdt der
Funktion z in der Gleichung e*-e¥ = e* durch z.T. virtuose Rechnungen in der
Algebra der formalen Potenzreihen in den nicht kommutierenden Variablen x und
y her. Im Endeffekt wird eine partielle Differentialgleichung der Gestalt

xﬁz—w(:ﬁ )iz
ox~ Y oy

fiir die Funktion z hergeleitet. Aus dieser 1afit sich z zwar nicht explizit berech-
nen, aber die Form der Funktion w erlaubt nach einem geeigneten Reihenansatz
fiir z die rekursive Berechnung der Glieder der Reihe.

Ein Differentialoperator der Form ua% liefert dabei bei Anwendung auf eine for-
male Potenzreihe F(x), die = enthélt, das Ergebnis der Differentiation

d
—F t
o (x + tu) .

Als grundlegende Beziehungen werden von HAUSDORFF als erstes zwei Beziehun-
gen zur Differentiation der Exponentialfunktion abgeleitet, die der Gleichnung (7)
entsprechen:

u—-e® = ep(x,u) (8)
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u%ex = (x,u)e’ 9)

Die Funktionen ¢ und 1 werden konkret durch Reihen, deren Terme Kommuta-
toren sind, angegeben. In der Schreibweise von 2. haben sie die Gestalt

¢(z,u) = fladz)(u), P(z,u) = h(adz)(u) (10)

mit f(z) = ==, h(z) = e*-f(z). Die Analogie beim Rechnen mit Reihen

in adz (wenn diese Abbildung auch noch nicht so benannt und verwendet wird)

zum Rechnen mit Potenzreihen analytischer Funktionen ist hier von HAUSDORFF
bereits vermerkt worden.

Als néchstes werden in der Gleichung e®e? = e* die Variablen x und y durch
T+ au bzw. y —av+a?(--+), a € R so abgedndert, daf sich z nicht dndert.
Differentiation nach « zeigt dann, daf3

0 0

gelten muf} | oder dquivalent dazu

¢(x,u) = P(y,v).

Wé&hlt man nun u = x, so ergibt sich zunéchst ¢(z,z) = = und durch Auflésen
von x = ¢(y,v) (mittels Gleichung (3))

v =wla,y) = 3 (ady)(x)

Setzt man jetzt z als nach den z-Graden der Terme geordnete Reihe an,
Z:ZQ+21—|—22+"‘,

so folgt sofort aus der Differentialgleichung

0 1 0
TooZ = E(ad y)(x)a—yz

durch Gradbetrachtung in z fiir die Terme von z

0
21 = v—=—2,
1 ay 0
0
2 = v—
Z9 Uayzl,
9
kz, = v—2zi_1.

Oy
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Mit zg = y und der Tatsache, daf} sich v durch Kommutatoren ausdriicken 1a3t
(man beachte auch die anfangs beschriebene Wirkung von Operatoren der Form
u% bzw. analog dazu hier Ua% ), ergibt sich nun rekursiv, dafl sich alle z
durch Kommutatoren berechnen lassen. Damit ist das wesentliche Ergebnis von

HAUSDORFF abgeleitet. Im einzelnen folgt

1 1
CH(I‘,y) =Y +L¢J(ZE,y) + Ewl(xvy) + §w2(l’,y) + e

. o)
mit wo(z,y) =y, wp = W Wh—1-

4. Weiterfithrende Betrachtungen

Fir Anwendungen auf konkrete Gruppen und Algebren ist die Frage nach
der Konvergenz der CH-Reihe von grundlegendem Interesse. Dies ist auch von
HAUSDORFF erkannt worden, der untersucht hat, wie sich die Multiplikation in
einer r-dimensionalen Liegruppe mit Hilfe analytischer Funktionen in den kanon-
ischen Koordinaten und bestimmter Matrizengleichungen beschreiben lafit. Die
lokale Konvergenz der CH-Reihe im Falle einer normierten Liealgebra L, die sich
aus einer Banach-Liealgebra A mit [z,y] = 2y —y-z ergibt, kann man sehr schnell
zeigen: Da sich die CH-Reihe durch Umordnen und Zusammenfassen aus der Reihe
fiir log(1 — (1 — e®-e¥)) ergibt, sicht man unmittelbar, daf§ die Reihe

0 |1 — ellzl+lvl|n

n=1 n

eine Majorante fiir die CH-Reihe darstellt. Daher muf} diese fiir ||z||+||y|| < log(2)
konvergieren. Nach dem Satz von ADO (Darstellbarkeit endlichdimensionaler
Liealgebren als Matrizenalgebren) hat man damit auch fiir alle endlichdimension-
alen Liealgebren die lokale Konvergenz der CH-Reihe bewiesen.

Die obige Schlulweise ist nun keineswegs auf den Fall normierter Liealgebren
beschrankt: 1981 wurde von BOSECK, RUDOLPH und dem Verfasser [2] gezeigt,
wie sich eine analoge Konstruktion und Argumentation fiir eine ganze Klasse
lokal m-konvexer Algebren verallgemeinern la8t. Es handelt sich dabei um so-
genannte AE-Algebren (Algebren mit Abschitzungsregeln fiir lange Produkte).
Zu ihnen zahlen z.B. die bekannten Algebren von Testfunktionen sowie Verallge-
meinerungen davon: Algebren von Testfunktionen mit Werten in einer Lialgebra,
die entsprechenden Liegruppen sind dann spezielle unendlichdimensionale Liegrup-
pen, die iiber einem lokal konvexen Raum modelliert sind, man bezeichnet sie als
Current-Gruppen.

Eine lokal konvexe Algebra A heifit AE-Algebra, wenn es ein nach unten gerichtetes
System @) stetiger Halbnormen in A gibt, so daf§ gilt:

(1) qo(x) = inf{q(z) : ¢ € Q} ist eine stetige Halbnorm in A.

(2) Zu jeder Halbnorm p in A existiert eine Halbnorm ge@), so daf fiir hinre-
ichend lange Produkte, d.h. fiir grofle m, die folgende Abschétzung gilt:

p(r1me - x) < q(z1)q(22) -+ - q(T00)-
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Wesentlich fiir die Ubertragung von Schluweisen aus dem Fall normierter Lieal-
gebren ist dabei die Tatsache, dafl ein entsprechender Potenzreihenkalkiil auch
fir AE-Algebren existiert. Vom Verfasser wurde 1983 gezeigt [5], dafl diese Al-
gebrenklasse in gewissem Sinne die allgemeinste darstellt, in der ein sinnvoller
Potenzreihenkalkiil moglich ist.

Bemerkenswert ist schliellich noch, dafl auch die Algebren von formalen Poten-
zreihen (auch mit nichtkommutierenden Variablen), AE-Algebren sind. Damit ist
ein einheitlicher Rahmen von lokal konvexen Liealgebren abgesteckt, in dem sich
mit Hilfe der CH-Formel eine lokale Liegruppen-Struktur erzeugen lait. Es ergibt
sich hierbei der gewiinschte starke Zusammenhang zwischen Gruppe und Algebra,
denn die Exponentialabbildung ist lokal ein Diffeomorphismus, die vorher zitierte
Definition von K. H. HOFMANN bleibt damit tragfahig. Schliellich kénnen die
eigentlich rein algebraischen Rechnungen und Schlufiweisen von HAUSDORFF als
analytischer Beweis in einer speziellen lokal konvexen Algebra nachvollzogen wer-
den.

Auf Untersuchungen zum tatséachlichen Konvergenzbereich der CH-Reihe bzw. zur
Fortsetzbarkeit der entsprechenden lokal erklarten Multiplikation soll hier nicht
eingegangen werden. Dazu sind spezielle Strukturaussagen iiber die jeweilige Lieal-
gebra erforderlich [6,9].
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