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Karl Heinrich Hofmann und die Geometrie

Karl Strambach*

Zum ersten Mal bin ich Herrn Karl Heinrich Hofmann im Sommerse-
mester 1965, in meinem siebten Studiensemester, begegnet. Professor Baer,
bei dem Herr Plaumann und ich kleine Hilfsbremser waren, bat ihn, da Herr
Hofmann aus Amerika wohl fiir die Sommermonate nach Tiibingen gekommen
war, zu einem Kolloquiumsvortrag nach Frankfurt zu kommen. Der Neben-
zweck dieses Kolloquiums war es, Peter Plaumann die Moglichkeit zu einem
Gesprach iiber seine Ergebnisse mit dem Fachmann topologischer Gruppen zu
geben, der, wie Herr Baer wohl gemeint haben wiirde, die topologischen Grup-
pen angemessen, das heifit als Gruppentheoretiker traktierte (vgl.[14]). Peter
Plaumann war abkommandiert, Herrn Hofmann abzuholen und ihn zu betreuen,
was nach Meinung von Herrn Baer bis auf die Tatsache vorziiglich gelang, dafl
Peter Herrn Hofmann, der nach Uberzeugung von Herrn Baer ein erstklassiger
Feinschmecker war, in die Gaststéatte ,,Schlagbaum“ zum Essen mitnahm, die so-
gar unter Studenten fiir ihre fetten Schnitzel und die etwas unappetitliche Stilze
beriihmt war. Das Kolloquiumsthema von Herrn Hofmann blieb mir nicht ganz
prazise im Gedéachtnis. Ich erinnere mich nur, dafl es um das Zerfallen in topolo-
gischen Gruppen ging, was mir heute auch dadurch plausibel erscheint, weil 1963
das beriihmte Memoir 43 von Hofmann und Mostert: “Splitting in topological
groups” erschien [19], in dem das folgende mich auch heute beeindruckende Theo-
rem steht: Enthdilt eine lokal kompakte Gruppe G eine Vektorgruppe V = R
als Untergruppe und ist der Faktorraum G/V kompakt, so hat G auch einen
2u R™ isomorphen Normalteiler N und eine kompakte Untergruppe C, so daf
G = NC und NNC = {1} gilt. Peter Plaumann schwort jedoch Stein und Bein,
da Herr Hofmann im Frankfurter Kolloquium damals den folgenden Satz bewie-
sen hat, der zwei Jahre spéter in der Dissertation seines Schiilers Dong Hoon Lee
erschien: Ist G eine kompakte Gruppe und Go thre Zusammenhangskomponente,
so gibt es eine total unzusammenhangende kompakte Untergruppe D in G, so
dafy G = GoD gilt und Go N D im Zentrum von Gq liegt (vgl. [29]).

Die Personlichkeit von Herrn Hofmann hat mir in den zwei Tagen sei-
nes damaligen Frankfurter Aufenthalts eine gewaltige Portion Angst eingejagt.
Ich habe mich damals, weil Herr Salzmann fiir ein Jahr an der University of
Southern California war, etwas autodidaktisch mit der Ergénzungs— und Zerle-
gungsgleichheit von Polygonen in nichteuklidischen Geometrien beschéftigt [41]
und, als non plus ultra, das Bachmannsche Buch: ., Uber den Aufbau der Geome-
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trie aus dem Spiegelungsbegriff“ [2] gelesen. Bereits Peter Plaumann, mit dem
ich im Sommer 1965 oberhalb der Buchhandlung Harri Deutsch ein Dienstzim-
mer teilte, notigte mir durch seine Bemiihungen um topologische F'C'-Gruppen,
das sind lokal kompakte Gruppen, in denen die Konjugiertenklassen von Ele-
menten relativ kompakt sind, Respekt und Bewunderung ab. Und nun kam Karl
Heinrich Hofmann, legte einen glinzenden Vortrag hin und arbeitete mit Pe-
ter einen Vormittag lang. Ich war ganz still mit im Zimmer, innerlich geduckt,
aber doch ganz Ohr. Die Diskussion drehte sich um den Sachverhalt, dafl eine
topologische lokal kompakte zusammenhangende FC—-Gruppe kompakte topo-
logische Kommutatorgruppen hat und dafl die Kompaktheit der topologischen
Kommutatorgruppe mit der Existenz einer zusammenhangenden abelschen Un-
tergruppe mit kompaktem Restklassenraum zur Kompaktheit der Faktorgruppe
nach dem Zentrum dquivalent ist. Beim Beweis dieser Satze, die Peter Plaumann
unabhéngig von Moskowitz und Grofler gefunden und 1967 publiziert hatte (vgl.
[33] ), die aber durch Moskowitz und Grofier den ihnen gebiithrenden Platz in der
harmonischen Analysis haben einnehmen koénnen, benutzte Peter den eben von
mit zitierten Satz von Hofmann—Mostert, so dafl Herr Hofmann nach bereits etwa
zehn Minuten des Zuhorens voll in sein Element kam. Die den ganzen Vormittag
andauernde Diskussion zeigte mir schon damals mit einem Schlag all die Eigen-
schaften, die Herrn Hofmann zu einem Ausnahmevollblutmathematiker machen,
zu einem geduldigen, aber verstehenwollenden Referenten sowie zu einem an-
spornenden und sich fiir seine Schiiler aufreibenden Hochschullehrer. Ich habe
damals auch voller Bewunderung festgestellt und im Laufe meiner spateren Zu-
sammenarbeit immer wieder bestatigt bekommen, dafl kein Hinweis, diese oder
jene Autoritat hatte dieses oder jenes bewiesen, in der Lage war, Herrn Hofmanns
wissenschaftliches Gewissen zu beruhigen, wenn es seinem Verstédndnis der Sache
zuwiderlief. Genauso wie Peter damals bin auch ich spéater oft bei ungelenken
Erklarungsversuchen der wunden Stellen eines Beweises, die riicksichtsvoll, aber
beharrlich von Herrn Hofmann offengelegt wurden, sowie bei dem Feuerwerk
seiner mannigfachen Verbesserungsvorschlage tiichtig zum Schwitzen gebracht
worden.

Wie ich damals in Frankfurt die beiden, Herrn Hofmann und Peter, die
fiir mich hohe Schule der Forschung betreiben sah, kam ich mir mit meinen
nichteuklidischen Polygonen wie ein Eingeborener vor, der einen Einbaum aus-
meiflelnd, auf der Werft unter die Konstrukteure von Hochseeschiffen geraten ist.
Deprimiert stellte ich fest: Man kann es doch nicht einmal im Ansatz schaffen,
so wie Herr Hofmann auf der mathematischen Klaviatur zu brillieren.

Daf} es mir im Laufe der néchsten Jahre doch vergonnt war, einige Inten-
tionen der schénen Hofmannschen Arbeiten, wie ich hoffe, zu begreifen, verdanke
ich der unendlichen Geduld und dem padagogischen Geschick von Rainer Salz-
mann, der mich nach seiner Riickkehr aus den Vereinigten Staaten unter die Fit-
tiche der topologischen Geometrie mitnahm sowie den geistreichen Apercus von
Hans Freudenthal, in denen tiblicherweise mathematische Grofle aufs menschliche
Maf reduziert wurde.

Seit 1965 habe ich Herrn Hofmann bei Kolloquiumsanlassen immer wie-
der getroffen, mit ihm jedesmal aus ehrfiirchtiger Distanz eine mathematische
Konversation zu fiihren gesucht, die wegen meiner sich wendenden und unste-
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ten, aber zu ihm hintendierenden Interessen fiir mich immer fruchtbarer aus-
zufallen pflegte; doch das Gliick, in den achtziger Jahren eine wissenschaftliche
Zusammenarbeit mit ihm starten zu diirfen, verdanke ich seiner Zuneigung zur
traditionellen Geometrie, die ihn dazu bewogen hat, die von Peter Plaumann
und mir im August 1980 in Bad Windsheim veranstaltete Nato—Sommerschule:
Geometrie vom von Staudtschen Standpunkt ([35]) zu besuchen. Ich hatte mich
damals intensiv mit stetigen idempotenten Multiplikationen auf Mannigfaltigkei-
ten M beschaftigt und insbesondere mit den Einschrénkungen, die eine nicht zu
Projektionen homotope Multiplikation fiir die algebraischen Invarianten von M
bewirkt ([42]). Vor allem Fldchen, die eine solche Multiplikation tragen koénnen,
haben mich interessiert, und daraus entspann sich ein folgenreicher Dialog mit
Herrn Hofmann (Er: man sollte alle idempotenten Komultiplikationen auf einer
graduierten Algebra iiber einem Hauptidealring klassifizieren, sofern die Kom-
ponente des Grades 1 torsionsfrei ist, die Komponente des Grades 2 den Rang 1
hat und die htheren Komponenten verschwinden (vgl. [23])), der wie ich hoffe,
noch viele Jahre fortgesetzt werden kann.

Karl Heinrich Hofmann und die Geometrie. Dieser Satz suggeriert, daf3
Karl Heinrich Hofmann kein Geometer ware, dafl es aber Beziehungen zwischen
seinem Werk und der Geometrie gibt. Diese, meiner Ansicht nach irrige Inter-
pretation beruht darauf, dafl jeder sich so seinen Reim macht, was Geometrie
sei. Ich kenne keine andere mathematische Disziplin, die, wie Geometrie, tiberall
und nirgends angesiedelt ware und die von einer Ecke in die andere geschubst
wiirde je nach politischem Bedarf. Ich erkldare es mir so, daffl moglichst viele
Mathematiker Geometer sein wollen, ohne es denjenigen zu gonnen, deren Werk
ihnen inhaltlich fernsteht. Und das scheint in der Tat den Zwist zu beférdern,
dal die Geometrie einem vielgestaltig entgegentritt, weniger ein Gebiet denn
als Methode, die einen mahnt, das Konkrete nicht zu verlassen, das einzelne
Phénomen zu wiirdigen und das Beispiel zu achten. Unter den Geometern gibt
es zwei extreme Typen. Der eine Typ erkennt als Geometrie nur das, was auch
sprachlich eine direkte Verbindung zu Punkten und Geraden herstellt und was in
der Tat in den Mathematical Reviews unter der Kennzahl 51 besprochen wird;
der andere Typus jedoch meint, iiber Punkte und Geraden sei alles wesentliche
bereits gesagt, und die moderne Geometrie finde dort statt, wo die Fields Me-
dals oder der von Staudt—Preis vergeben werden. Nimmt man aber eine mittlere
Position zwischen diesen beiden Extremen ein, kann man mit Fug und Recht
behaupten: Karl Heinrich Hofmann ist ein Geometer par excellence, ein Geo-
meter allerdings, der sich zugleich in nichtgeometrischen Diagrammjagden und
kategorieller Betrachtungsweise bestens auskennt und so zugleich das Vorurteil
widerlegt, die Geometer wiirden allzu haufig an Beispielen kleben, indem sie die
bekanntesten von ihnen immer wieder und unentwegt charakterisierten.

Um die Behauptung zu belegen, das Werk von Karl Heinrich Hofmann
ist der Geometrie zuzurechnen, wéhle ich diejenigen Teile aus, wo der Bezug zur
traditionellen Geometrie auf der Hand liegt, ohne dafl man ihn weiter erklaren
miiite, und zwar auch dann, wenn, wie in den bereits zitierten Satzen, die
Geometrie einem im algebraisch-topologischen Kleid entgegentritt. Denn, und
das wird einem beim Studium Hofmannscher Arbeiten klar, im Werk von Karl
Heinrich Hofmann verschmilzt die traditionelle Geometrie mit der Topologie
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und der Algebra so zusammen, dafl man eine Grenzziehung unter ihnen als
widernatiirlich empfénde.

Bereits das wissenschaftliche Entrée von Karl Heinrich Hofmann ist durch
die Geometrie motiviert, von Koordinatensystemen topologischer Geometrien,
die im nicht desarguesschen Fall viele Loops beherbergen. Karl Heinrich Hof-
mann betritt die wissenschaftliche Arena, indem er in den Ring die Theorie
topologischer Loops wirft. Und sein Auftreten ist so nachhaltig, dafl man heute,
nach dreiflig Jahren, die folgende These aufstellen kann: In der allgemeinen Theo-
rie topologischer Loops verdanken wir alle wichtigen Erkenntnisse Karl Heinrich
Hofmann; entweder hat er diese Resultate selbst bewiesen oder sie angeregt.

Karl Heinrich Hofmann, die von Kneserschen, Pickertschen und Wie-
landtschen Ideen damals sirrende Tiibinger Luft einatmend, beschlofl wohl 1957
eine Theorie topologischer und insbesondere lokal kompakter Loops zu schaffen
und zu zeigen, dafl derjenige Teil der Theorie topologischer Gruppen, welcher
nicht aus Lieschen Quellen gespeist wird, eigentlich aus Sétzen iiber topologische
Quasigruppen und Loops besteht. Dies ist ihm gelungen, bis auf einige Kleinig-
keiten, die als offene Probleme noch heute einer Losung harren. Ich bin aber
sicher, daf} sie Kyffhauser Mentalitat entwickeln miissen, denn kein junger kar-
rierebewufliter Mathematiker schwimmt heutzutage wider den Strom und sucht
sein Heil in allgemeiner topologischer Algebra.

Bevor ich an einigen herausgegriffenen Satzen die eben aufgestellte These
zu belegen suche, sei hier ausnahmsweise an die Definition einer topologischen
Quasigruppe und einer topologischen Loop erinnert: Eine Quasigruppe @ ist
eine Menge mit einer bindren Operation (z,y) — zy:Q X Q — @, so daf die
Gleichungen ax = ¢ und yb = c stets eindeutig losbar sind. Die Losungen
seien mit * = a\c und y = ¢/b bezeichnet. Hat eine Quasigruppe ein Eins-
element, so heif}t sie eine Loop. Eine topologische Quasigruppe bzw. Loop @ ist
eine Quasigruppe bzw. Loop zusammen mit einer Topologie auf @), so daf} die
Operationen (z,y) — zy, z\y, x/y stetig in beiden Variablen sind. In topologi-
schen Quasigruppen sind die Abbildungen \,:x — ax, p,:x — xa, Links- bzw.
Rechtstranslationen genannt, Homoéomorphismen. Wie stets bei solchen Defini-
tionen entsteht sofort die Frage nach moglichen Abschwéchungen; so hier zum
Beispiel, ob die Stetigkeit der Multiplikation die Stetigkeit der beiden anderen
Operationen nach sich zieht. Dies ist etwa der Fall, wenn ) kompakt ist (vgl.
[39], Appendix). Das folgende Beispiel von Karl Heinrich Hofmann zeigt jedoch,
dal man sich nicht sehr weit wagen darf:

Es sei L der reelle Hilbertraum ¢? der quadratsummierbaren reellen

Folgen. Fiir z = (2,),eny und ¥y = (Yn)pen definiert zy = (%)HGN

auf £? eine kommutative Loop, so da8l (x,y) — xy stetig ist, aber die Translation
(xn) — (2,,)(1,0,0,...,0) = (z1 + 1, 2;);>2 ist nicht offen. Ist L; die Teilmenge
aller Folgen = = (z,,),cNy mit z, = 0 fiir n > 1 und Ly die Teilmenge aller x
mit x; = 0, so ist die zu 5 isomorphe abelsche Untergruppe Lo eine normale
Unterloop von L, und es gilt L = LyLs sowie Ly N Ly = {0} (vgl. [11], p. 37).

Eine offene Untergruppe einer topologischen Quasigruppe ist abgeschlos-
sen. Ist A eine abgeschlossene und C' eine kompakte Teilmenge, so sind AC' und
C'A abgeschlossene Teilmengen von @ (vgl. [11]). Eine topologische Quasigruppe
@, die ein Ty-Raum ist, ist hausdorffsch und reguldr (dies ist auch von Herrn
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Salzmann bewiesen worden [37]). Ob eine topologische hausdorffsche Quasig-
ruppe auch, wie eine topologische hausdorffsche Gruppe, vollstandig regular ist,
weifl man nicht und wird es wohl auch in der nachsten Zukunft nicht wissen
wollen.

Ist L eine topologische Loop, so ist die Zusammenhangskomponente der
Eins eine abgeschlossene voll invariante Untergruppe. Auch die Bogenzusammen-
hangskomponente ist voll invariant; sie ist aber im allgemeinen nicht abgeschlos-
sen, was bereits fiir Solenoide eintritt ([11]).

Es sei F: Q1 — Q2 ein Epimorphismus topologischer Quasigruppen. Ist
@1 lokal kompakt und im Unendlichen abzédhlbar (d.h. eine abzéhlbare Vereini-
gung kompakter Mengen) und ist @ ein Baire-Raum, so ist f offen ([11]).

Die Uberlagerungstheorie funktioniert fiir topologische Loops perfekt, so-
bald die zugrundeliegenden Rédume universelle Uberlagerungen gestatten: Es sei
L eine topologische Loop, L die universelle Uberlagerung von L und p: L — L
die Uberlagerungsabbildung. Dann ist L eine Loop, der Kern p ~1(e) ist eine dis-
krete zentrale Untergruppe von L, die, falls L eine topologische Mannigfaltigkeit
ist, zur Fundamentalgruppe von L isomorph ist ([6], [11]).

Ist N eine normale Unterloop einer zusammenhéngenden topologischen
Loop, so ist N zentral, wenn sie eine dichte total unzusammenhangende normale
Unterloop enthalt oder wenn N kompakt ist.

Die ganze Skala moglicher Abschwichungen des Assoziativgesetzes ist
von Karl Heinrich Hofmann griindlich durchforstet worden. Insbesondere an
der Ecke, wo man die Unabhangigkeit von der Beklammerung nur fiir gewisse
Potenzen eines beliebigen Elements = verlangt, hat er sich durch Gegenbeispiele
padagogische Verdienste bis in die neueste Zeit erworben.

Fordert man etwa, dafl die Produkte des Elementes x bis zu einer ge-
wissen Lange n unabhangig von der Beklammerung sind, so ist man auch in
topologischen Loops himmelweit von der Potenzassoziativitat entfernt, die be-
sagt, dafl jedes Element einer Loop () in einer Untergruppe von () enthalten ist.
Um dies zu erreichen, reicht es auch nicht zu verlangen, daf} jedes Element von
() in einer Unterhalbgruppe liegt, @), also, wie Hofmann sagt, monoassoziativ
ist. Ein Beispiel fiir diese Situation wird auf R durch

z+y, wenn zy >0,

TrY= { izizz, wenn zy < 0

([7], [11]). Auf eindimensionalen Mannigfaltigkeiten (lokal euklidischen Rdumen)
konnte Herr Hofmann die monoassoziativen topologischen Loops L klassifizieren.
L ist entweder isomorph zur Kreisgruppe SOs5 oder homoéomorph zur reellen
Zahlengeraden; im letzteren Fall ist L Vereinigung zweier einparametriger Halb-
gruppen, die sich in e treffen, und eine Liegruppe dann, wenn L potenzassoziativ
ist ([7], [11], [15]).

Auch der Unterschied zwischen Loops, in denen je zwei Elemente in einer
Unterhalbgruppe und solchen, in denen sie in einer Untergruppe liegen, wurde
von Karl Heinrich Hofmann eingehend studiert [16]. Unter den topologischen
Loops, die den Liegruppen am nachsten stehen, sind die lokal kompakten zusam-
menhangenden Moufang-Loops. In diesen liegen nicht nur je zwei Elemente in
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einer Untergruppe, sondern in ihnen gilt das folgende abgeschwachte Assoziativ-
gesetz: x(y(zy)) = ((zy)2)y.

Es gibt ganz wenige kompakte zusammenhéngende Moufang-Loops, die
keine Gruppen sind. Nimmt man als Punktmenge einen echten Loop L eine
zusammenhangende Sphére, so ist L die Loop der Cayleyzahlen der Norm 1,
wenn nur auf L eine linksinvariante Uniformitdt existiert [25]. Dieses Ergebnis
von Hudson geht sicherlich auf die Initiative Karl Heinrich Hofmanns zuriick
genauso wie die Bedingung der Existenz einer linksinvarianten, rechtsinvarian-
ten oder einer invarianten Uniformitat fiir eine Loop. Fiir topologische Gruppen
existieren linksinvariante Uniformitaten stets. Die Existenz von linksinvarianten
Uniformitaten auf lokal kompakten zusammenhéngenden topologischen Loops
L erzwingt dagegen, dafl der Stabilisator G, eines Elements e in der mit der
natiirlichen Topologie versehenen von den Linkstranslationen x — az erzeug-
ten Transformationsgruppe G von L kompakt ist [28]. Die in dieser Aussage
aufscheinende enge Beziehung zwischen einer Loop L und der von den Links-
bzw. Rechtstranslationen von L erzeugten Gruppe ist seit den Untersuchun-
gen von Albert im Jahre 1944 ein integraler Bestandteil der Theorie der Loops
[1]. Man weiB, ist L eine lokal kompakte Loop, so tragt die Gruppe $) aller
Homd&omorphismen von L eine natiirliche Topologie (die fiir kompakte oder lo-
kal zusammenhéngende L mit der kompakt-offenen Topologie zusammenfallt),
beziiglich der sie eine topologische Transformationsgruppe auf L wird. Ist G der
topologische Abschlufl der von den Linkstranslationen von L erzeugten Gruppe
in H und G. der Stabilisator des Elementes e von L, so existiert ein Schnitt
0:G/G. — G vom Faktorraum G/G. nach G mit o(D.) = e, so dafl die fol-
genden Bedingungen erfiillt sind:

1) Die Menge o(G/G,) erzeugt G topologisch, G/G. ist lokal kompakt
und die Menge aller Funktionen & — ¢ - & mit g - (zG.) — (9x)Ge ist in
der Homéomorphismengruppe von G/G,. abgeschlossen.

2) Zu &n € G/G. gibt es genau ein Element w = 1/, so dal o(w)& = n gilt,
und genau ein Element @ = £\n mit o(§)® = 7, so dafl die Funktionen

G/Ge x G/Ge = G/Ge: (§,n) = 1/€, E\n

stetig sind.

Hat man umgekehrt ein Tripel (G, G, o), wobei o ein Schnitt ist mit al-
len eben aufgezahlten Eigenschaften, so wollen wir ¢ einen vollstandigen einfach
transitiven Schnitt nennen. Es ist das Verdienst der Hofmannschen Schule in den
Vereinigten Staaten gezeigt zu haben, dafl die Kategorien der lokal kompakten
topologischen Loops und der vollstandigen einfach transitiven Schnitte in topo-
logischen Gruppen aquivalent sind und man daher das Studium lokal kompakter
Loops auf das Studium topologischer Gruppen und ihrer Schnitte verlagern kann

([28]).

L' Anm. d. Hrsg.: Sigmund Hudson horte die Vorlesung [11] in 1960-61, die die nicht-
assoziative topologische Algebra in die an der Tulane University existierende Tradition der
Halbgruppen einfiihrte (A. H. Clifford, P. S. Mostert, A. D. Wallace). Spéter promovierte
Hudson bei Mostert, mit dem K. H. H. zwischen 1960 und 1970 eng zusammenarbeitete.
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Jede einigermaflen manierliche topologische affine Ebene 1483t sich durch
eine topologische Doppelloop koordinatisieren. Dieser direkt aus der Geometrie
kommende Begriff wurde von Karl Heinrich Hofmann als erstem einer systema-
tischen Untersuchung unterzogen. Er hat das Fundament der Theorie topologi-
scher Doppelloops gelegt. Dabei versteht man unter einer topologischen Doppel-
loop einen weder die diskrete noch die grobste Topologie tragenden topologischen
Raum zusammen mit zwei Operationen + und -, so dafl gilt:

(i) (D,+) ist eine topologische Loop mit dem neutralen Element 0, die

Menge D* = D\{0} ist eine topologische Loop, und es gilt 0-a = a-0 = 0.

(ii) Die Multiplikation: D? — D ist stetig und die Abbildungen z — ax

sowie z +— xa sind fir 0 # a € D Homd6omorphismen von D.

Fiir topologische Doppelloops gelten die erwarteten Eigenschaften, was
die Giite des zugrundeliegenden topologischen Raumes angeht. Ist zum Bei-
spiel die topologische Doppelloop zusammenhangend und hat D eine universelle
Uberlagerung, so ist bereits D einfach zusammenhéngend. Ist D bogenweise zu-
sammenhangend, so ist D zusammenziehbar. Ist D lokal kompakt, so ist D ein
separabler vollstandiger metrischer Raum, der o—kompakt, aber nicht kompakt
ist [8], [9].

Ist die Multiplikation einer lokal kompakten zusammenhéngenden Dop-
pelloop D assoziativ, so ist D* topologisch isomorph zur multiplikativen Gruppe
der reellen oder komplexen Zahlen bzw. der Quaternionen ([15], [16]). Ist die
additive Loop von D assoziativ, so ist sie eine Liegruppe homoomorph zu IR"
mit n = 1,2,4 oder 8. Karl Heinrich Hofmann klassifizierte eindimensionale
lokal kompakte Doppelloops, die das Linksdistributivgesetz erfiillen: Eine sol-
che Doppelloop D ist ein reeller Neokorper, d.h. eine distributive Doppelloop,
deren multiplikative Gruppe die der reellen Zahlen ist [8]. Enthélt die additive
Gruppe von D eine nichttriviale Untergruppe, so ist D der Korper der reellen
Zahlen. Daf echte lokal kompakte zusammenhangende Neokorper hinsichtlich
der Assoziativitat eine sehr schlechte additive Loop haben miissen, hat uns Herr
Hofmann ebenfalls eindringlich klargemacht: Liegen in der additiven Loop eines
zusammenhangenden lokal kompakten Neokorpers D je zwei Elemente in einer
Untergruppe, so ist D der Korper der der reellen oder komplexen Zahlen bzw.
der Quaternionen [8].

Es gibt viele Beispiele echter reeller Neokorper. Ist die topologische Di-
mension eines Neokorpers grofler als 1, so dndert sich die Lage schlagartig. Die
einzigen hoherdimensionalen Beispiele hat Karl Heinrich Hofmann angegeben; es
sind komplexe Neokorper, d.h. ihre multiplikative Struktur stimmt mit der multi-
plikativen Gruppe der komplexen Zahlen tiberein. Er hat zwei Klassen angegeben
[12], [8]. Beispiele der einen Klasse enthalten einen reellen Unterneokérper; ihre
Addition ist kompliziert. Will man, dafl im komplexen Neokorper kein reeller
enthalten ist, kann man auf C eine Addition wie folgt definieren:

. T 2 .
vay =) @TY)exp( i) i (2y) # (0,0);
0 fir (z,y) = (0,0).

Dabei ist k eine hinreichend grofle natiirliche Zahl.
Die von einem Auflenstehenden so genial empfundenen Additionen fiir
komplexe Neokorper geben schon einen Hinweis darauf, wie schwierig es ist,



286 STRAMBACH

Neokorper mittels Verbiegung der Addition eines Korpers zu konstruieren, wenn
sich dieser nicht anordnen 1af3t.

Die von Karl Heinrich Hofmann 1961 veroffentlichten komplexen Neo-
korper koordinatisieren zwar keine topologischen Ebenen, weil sie die sogenannte
Planaritatsbedingung nicht erfiillen. Doch stielen sie die topologischen Geo-
meter, die zu jener Zeit vollauf mit zweidimensionalen topologischen Ebenen
beschaftigt waren, darauf, dafl es aufler der komplexen Ebene wohl auch deren
nichtdesarguessche Schwestern geben miifite. Von diesem Gesichtspunkt her mufl
man Karl Heinrich Hofmann zu den spirituellen Anregern von Untersuchungen
lokal kompakter Ebenen mit hoherdimensionalem Punktraum zéhlen. Im Jahre
1969 haben Peter Plaumann und ich [34] und unabhéngig von uns Dieter Betten
[3] in Tiibingen angefangen, nach einer vierdimensionalen nichtdesarguesschen
topologischen Ebene zu suchen; Peter und ich waren dabei durch die Hofmann-
schen Neokorper motiviert und wahlten daher den Weg der Konstruktion eines
geeigneten Koordinatenbereichs. Es war uns allerdings klar, dafl wir den Hof-
mannschen Kiinsten weit unterlegen waren und dafl wir, wenn wir Erfolg haben
wollten, an einer Ecke anfangen muf3ten, wo Herr Hofmann noch nicht vorbeige-
schaut hatte. Wir haben es mit sogenannten Quasikorpern probiert, in denen die
reellen Zahlen im Zentrum liegen und haben nach einigen Kaffeeunterhaltungen
auch Erfolg gehabt. Nun im nachhinein ist klar, dafl dieser Erfolg im Gegensatz
zur Hofmannschen Konstruktion komplexer Neokorper ein unendlich viel billiger
ist. Wahrend es inzwischen Galaxien verschiedener komplexer Quasikorper gibt,
sind die Hofmannschen komplexen Neokorper exzeptionell geblieben und ziehen
auch heute einsam und eigenbrotlerisch ihre Bahn.

Bei Untersuchungen iiber topologisch algebraische Strukturen kommt
man nicht an Sophus Lie vorbei. Dies ist natiirlich auch Karl Heinrich Hof-
mann widerfahren, und das Werk von Lie wurde fiir sein Schaffen zu einem der
wichtigsten Bezugspunkte und Néahrquellen. Dreiflig Jahre Hofmannscher Ma-
thematik verweilen im Kraftfeld Liescher Intentionen. Obgleich einerseits viele
Mathematiker sich als Urenkel von Lie ausgeben, um im “main stream” mit-
zuschwimmen und obgleich andererseits viele unserer Zunftgenossen redlich das
Werk von Lie fortsetzen, indem sie einzelne Fragenkomplexe préazisierend und
verallgemeinernd modernen, befriedigenden Losungen zufiihren, hat Karl Hein-
rich Hofmann fiir mich am einfiihlsamsten und explizitesten die Liesche Philo-
sophie fiir algebraische Strukturen, die zugleich analytische oder differenzierbare
Réume sind, formuliert. Ich mochte heute dieses Programm (dieser Name muf
angesichts Erlangens her) das Lie-Cartan-Hofmann—Programm nennen und seine
wichtigsten Punkte erlautern. Wie alle Programme formuliert es Bekenntnisse,
die durchs Leben gefiillt werden miissen. Dafl es nicht blofle Lippenbekennt-
nisse sind und daf} sich die Lieschen Ideen adidquat auf Strukturen tibertragen
lassen, die keine Liegruppen sind, hat Karl Heinrich Hofmann fiir analytische
Unterhalbgruppen Liescher Gruppen sowie fiir analytische Loops eindrucksvoll
demonstriert. Aber auch fiir n-stellige analytische Loops ist die Maschine die-
ses Programms durch Jonathan Smith angeworfen worden und schiittet erste
Ergebnisse aus [40].

Das Lie-Cartan-Hofmannsche Programm hat 5 Teile:

(a) einen lokalen Teil,
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(b) einen globalen Teil,

(c) einen Kleinschen Teil,

(d) einen differentialgeometrischen Teil,
(e) einen Hilbertschen Teil.

Man untersucht einen mit algebraischen Operationen versehenen analyti-
schen (bzw. C*°-differenzierbaren) Raum L, so daf§ diese Operationen analytisch
bzw. (C -differenzierbar) sind und so dafl L einen beziiglich dieser Operationen
ausgezeichneten Punkt e besitzt.

Zu (a). Man entwickle ein verniinftiges Konzept einer lokal analytischen Struktur
L und assoziiere zu L den Tangentialraum in e, der dadurch zu einer allgemeinen
Algebra A(L) wird, dafl man ihm die infinitesimalen Analoga der algebraischen
Operationen von L aufpragt.

Fiir Liegruppen ist A(L) die Liealgebra von L, fiir analytische Loops ist
A(L) die Akivisalgebra von L. Die Akivisalgebra A(L) hat aufler der Vektor-
raumaddition eine bindre und eine terndre Operation, die durch die sogenannte
Akivis—Identitat verbunden sind; diese verallgemeinert die Jacobi—Identitat. Die
bindre Operation der Akivisalgebra A(L) ist ein Maf fiir die Nichtkommutati-
vitat von L, sie entsteht durch Differentiation von Kommutatoren. Die ternare
Operation auf A(L) mifit die Nichtassoziativitdt von L, sie entsteht durch Dif-
ferentiation von Assoziatoren (vgl. [22]).

Fiir analytische Unterhalbgruppen L von Lieschen Gruppen G sind
A(L) die sogenannten Lieschen Keile, die in der Liealgebra von G enthalten
sind [5].

Fiir dreistellige analytische Loops hat man aufler drei Akivisalgebren,
welche den 3 bindren Spezialisierungen der Multiplikation entsprechen, als A(L)
eine sogenannte Comtransalgebra mit zwei dreistelligen Operationen, dem Kom-
mutator [{ },{},{}] und dem Translator ({},{},{}). Der Kommutator ist al-
ternativ, der Translator erfiillt die Jacobi—Identitat, und die beiden Operationen
sind durch die sogenannte Comtransidentitat verbunden:

I:x7y7 Z] + [z7 y? ‘IIJ] - <x’ y’ Z> + <Z7y7x>

Fiir n-stellige analytische Loops hat man (g) Akivis- und (g) Comtransalgebren
(vgl. [40]).

(al). Man untersuche, wie sich zusétzliche algebraische Eigenschaften von L
auf A(L) tbertragen. Fiir Liegruppen etwa die Nilpotenz, Auflésbarkeit, Fin-
fachheit. Fiir Loops etwa die Potenzassoziativitat, die Bedingung, daf je zwei
Elemente in einer Untergruppe liegen, was zu binaren Liealgebren fiihrt, oder die
Moufang—Identitat, die die Malcevalgebren gibt (vgl. [30]). Fiir Liesche in einer
Liegruppe G enthaltene Unterhalbgruppen die Invarianz der Liekeile gegen die
adjungierte Wirkung von G.

(a2). Betrachte die Algebren A(L) als Algebren aus eigenem Recht; klassifiziere
sie oder deren interessante Unterklassen, so gut es geht. Dies ist fiir Liealgebren
und Malcevalgebren weitgehend geleistet. Fiir Liesche Keile ist die Darmstadter
Schule von Herrn Hofmann zustandig; auch hier wurde bereits Enormes geleistet.
Fiir Akivisalgebren und Comtransalgebren liegen, wenn man freundlich sein will,
nur Rudimente vor.
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(a3). Fiir eine gegebene Algebra A(L) konstruiere eine lokale analytische al-
gebraische Struktur L* der betrachteten Klasse, deren Tangentialalgebra in e
gerade A(L) ist. In welchem MaBe ist L* durch A(L) bestimmt, in welchem
MaSBe legen algebraische Eigenschaften von A(L) die algebraischen Eigenschaften
von L* fest?

Fiir Liegruppen existiert L* und ist eindeutig bestimmt; das gleiche gilt
etwa fiir bindre Liealgebren [30]. Fiir Akivisalgebren gibt es zu jeder Algebra A
mindestens n(g) lokale analytische Loops, die A als Tangentialalgebra haben
[22].

Fiir Liesche Unterhalbgruppen einer Liegruppe G hat man zu jedem
Liekeil 2 eine offene Umgebung B von Null in der Liealgebra L(G) von G
und eine lokale Halbgruppe S beziiglich B, deren Liekeil gerade 20 ist [5].

Zu (b). Der globale Teil des Lie-Cartan-Hofmannschen Programms ist klar
vorgegeben: Gibt es zu jeder lokalen analytisch algebraischen Struktur der be-
trachteten Klasse eine globale Fortsetzung? Wenn ja, konstruiere sie, wenn nicht,
zeige prazise unter welchen Bedingungen es globale Erweiterungen gibt. Klassi-
fiziere diejenigen globalen Formen, die sich als Erweiterungen derselben lokalen
Form ergeben.

Fiir Liesche Gruppen hat diesen Teil des Programms E. Cartan durch-
gefithrt; die Uberlagerungen klassifizieren die einer lokalen Form zugehdrigen
globalen Formen. Fiir analytische Loops (und n-stellige analytische Loops) weif3
man, daf} es lokale Formen gibt, die sich nicht zu globalen Formen erweitern las-
sen. Dies passiert bereits auf IR. Definiert man dort z oy = 2 +y + (2y)?, so
ist dadurch eine lokale kommutative analytische Loop mit 0 als Identitat gege-
ben. Die Gleichung x oy = z ist fiir kleine z und y in x losbar, namlich durch
die der Null benachbartere der beiden Losungen der quadratischen Gleichung
2?2y’ +x+y—2 =0, aber es gibt keine globale analytische Loop auf R, die diese
lokale Loop erweitert. Welche lokalen Loops sich zu globalen Formen erweitern
lassen, wird vielleicht nie klar sein.

Fiir analytische Halbgruppen ist die Situation kompliziert; man kann
aber mit dem Schlagwort ‘globaler Liekeil’ darauf verweisen, dafl Karl Heinrich
Hofmann in seinem mit Hilgert und Lawson verfaBten Buch [5] die ersten Ant-
worten zum globalen Teil seines Programms in dieser Situation geliefert hat.

Daf Uberlagerungen einer analytischen Loop zu derselben lokalen Loop
L gehoren, ist klar, doch die Vielfalt derer, die zu L gehoren, kann wohl grofier
sein.

Zu (c¢). Wenn man vom Kleinschen Teil des Hofmannschen Programms spricht, so
ist es klar, dafl dabei Gruppen ins Spiel kommen miissen, die in natiirlicher Weise
der analytisch algebraischen Stuktur L zugeordnet sind. Es sind nicht nur die
Automorphismengruppen von L. Da diese, etwa fiir nichtassoziative Strukturen
haufig zu klein sind, werden auch Gruppen behandelt, deren Beziehung zu der
Struktur L etwas lockerer ausfillt, aber doch ausreicht, eine Ehe zwischen L und
diesen Gruppen zu stiften. Fiir Loops und n-stellige Loops werden die von ver-
schiedenen Mengen von Translationen >‘31,...,an71 cx = flar, ..., Tiy. .o an_1)
erzeugten Gruppen betrachtet. Loops kann man, wie wir gesehen haben, mit
gewissen Transversalen in den von den Linkstranslationen erzeugten Gruppen
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identifizieren.

Die Fragen, die uns der Kleinsche Teil des Hofmannschen Programms
anbietet, sind: Ist die Gruppe G, die der analytisch algebraischen Struktur L
zugeordnet ist, Liesch und wenn nicht, was sind die notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen an L, damit G Liesch werde. Fiir Liesche Loops sind
die hinreichenden Bedingungen extrem nicht nur von der Struktur L, sondern
auch von der zugeordneten Gruppe G abhingig. So kann fiir echte Loops nur
die von den Links- bzw. Rechtstranslationen topologisch erzeugte Gruppe eine
Liegruppe sein, nie die von allen Translationen erzeugte Gruppe [32].

Kann man aus der Kenntnis von G auf die Struktur von L schlieflen?
Es ist klar, daf§ man nur in seltenen Féllen hier zu einer positiven Antwort wird
kommen konnen.

Ein anderer Aspekt, der unter diesen Teil des Programms fallt, ist der
Fragenkreis, wie die Struktur L die Invarianten der algebraischen Topologie, so
etwa die Homotopiegruppen und den Kohomologiering von L einschriankt. Fiir
einfache Liegruppen G etwa weifl man, dafl der Homotopietyp der Mannigfaltig-
keit G bereits den Isomorphietyp von G bestimmt [38]. Herr Hofmann hat in
einem Buch mit P. S. Mostert [20] fiir kompakte abelsche Gruppen eindrucksvolle
Ergebnisse in dieser Richtung geliefert.

Zu (d). Der differentialgeometrische Teil des Hofmannschen Programms betrach-
tet die analytisch algebraische Struktur L als Objekt der Differentialgeometrie;
er regt an, in L natiirliche affine Zusammenhéange <7 einzufiihren, so daf} sich die
algebraischen Operationen aus den zu vy gehorenden Tensoren ableiten lassen.
So 1aBt sich etwa fiir Liegruppen L die negative Lieklammer als der Torsions-
tensor beziiglich eines linksinvarianten Zusammenhangs denken und damit 148t
sich unter Benutzung der Campbell-Hausdorff-Formel lokal die Multiplikation
von L rekonstruieren. Fiir Liesche Loops L gibt es mehrere Zusammenhénge,
beziiglich deren durch den Torsionstensor in der Identitat die bindre und durch
den Kriimmungstensor in der Identitat die terndre Operation der Akivisalgebra
von L gegeben ist (vgl. [21]).

Zu (e). Der Hilbertsche Teil des Hofmannschen Programms driickt die Bestre-
bungen von Herrn Hofmann aus, die Aspekte des 5. Hilbertschen Problems fiir
jede geeignete analytisch algebraische Struktur L auszuloten. Fiir Lie Loops hat
es sein Schiiler Hudson getan [26], [27], fiir Liesche Halbgruppen beschéftigt sich
mit diesem Problemkreis das letzte Kapitel des Hilgert-Hofmann-Lawsonschen
Buches.

Die Ausgangssituation des Problems ist klar. Man startet mit einer
topologisch algebraischen Struktur L, die auf einer topologischen Mannigfal-
tigkeit lebt oder, allgemeiner, lokal kompakt, zusammenhangend, lokal zusam-
menhéngend und endlichdimensional ist. Man fragt nach den hinreichenden
und notwendigen Bedingungen, damit man auf L eine analytische Struktur so
einfiihren kann, dafy die algebraischen Operationen von L analytische Abbildun-
gen werden.

Fiir lokal kompakte, zusammenhangende, lokal zusammenhéngende und
endlichdimensionale topologische Gruppen findet man eine solche analytische
Struktur stets [31]. Bereits im Jahre 1959 hat Herr Hofmann eine auf R? rea-
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lisierte topologische kommutative Loop angegeben, die nicht Liesch ist, in der
aber sogar je zwei Elemente in einer Untergruppe liegen [7]. Eine hinreichende
Bedingung, damit man einer lokal kompakten lokal zusammenhangenden, zusam-
menhéngenden Loop L eine Liesche Struktur aufpriagen kann, ist die Existenz ei-
ner (gegen Links- und Rechtstranslationen) invarianten Uniformitdt. Wenn man
auf zweiseitige Uniformitat [26] verzichtet, so kann man den folgenden Satz be-
weisen: FEine lokal kompakte, zusammenhangende und lokal zusammenhangende
Loop, die eine linksinvariante Uniformitdt besitzt, ist Liesch, wenn eine der fol-
genden Bedingungen erfillt ist: (1) L ist kompakt oder abelsch und besitzt auch
eine rechtsinvariante Uniformitdt. (2) L ist eindimensional (vgl. [25], [26]).

Ist eine lokal euklidische Halbgruppe eine analytische Halbgruppe? Das
im Hilgert-Hofmann-Lawsonschen Buch [5] angegebene Standardbeispiel der mit-
tels zoy = min{z, y} auf der reellen Zahlengeraden realisierten Halbgruppe zeigt,
daB dies im allgemeinen verneint werden muf}. Als eine hinreichende Bedingung,
damit das 5. Hilbertsche Problem fiir Halbgruppen positiv beantwortet werden
kann, erweist sich die Bedingung der Kiirzbarkeit, die einem Geometer selbstre-
dend natiirlich erscheint. Und Herr Hofmann war sicherlich der Motor und ist
ein Mitautor des folgenden Satzes: Ist L eine kurzbare topologische Halbgruppe
auf einer topologischen Mannigfaltigkeit (eventuell mit einem verallgemeinerten
Rand), so gestattet L eine analytische Struktur beziglich der die Multiplikation
analytisch wird ([24]).2

Zum Schlufl mochte ich hervorheben, dafl die Hofmannsche Mathematik
immer aktuell bleibt. Seine Fragen werden immer neu aufgegriffen; entweder von
ihm oder von anderen. Als Beispiel méchte ich das Problem der Klassifikation der
Unteralgebren der Kodimension 1 in einer reellen Liealgebra erwahnen, welches
auf Lie selbst zurtickgeht und von J. Tits [43] behandelt wurde. Karl Heinrich
Hofmann schrieb 1963 eine Arbeit dariiber [17] und gab 1990 eine vollsténdige
Klassifikation [18], als klar geworden war, dafl Liekeile vieler in Liegruppen
enthaltener Liescher Halbgruppen, die lokal von Einparametergruppen tiberdeckt
werden, als Durchschnitte von solchen Algebren darstellbar sind [4]. Detlef
Poguntke wiederum zeigt in einer 1992 erschienenen Arbeit [36], wie man die
Hofmannsche Klassifikation einer effektiven Berechnung zugénglich machen kann.
So ist es mit fast allen Hofmannschen Ideen; es ergeht ihnen wie einem guten
Wein. Sie werden nicht alter, sondern reifer.

2 Anm. d. Hrsg.: Dieser Satz taucht erstmalig 1973 in der Dissertation von R. Houston
auf, einem Schiiler von Denny Brown. FEine zur Verdffentlichung zubereitete Version wurde
von K. H. H. referiert. Der Referentenbericht, aber mehr noch andere Umsténde verzogerten
die Erstpublikation: D. R. Brown and R .S. Houston, Cancellative semigroups on manifolds,
Semigroup Forum 35 (1987), 279-302. Die Arbeit [24] geht das Problem mit neuen Ideen aus

der Garbentheorie an.
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