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Un théoreme de Paley-Wiener
pour les groupes de Lie nilpotents
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Abstract. In this article a short proof of classical Paley-Wiener theorem

for nilpotent Lie groups is presented.

1. Introduction

Le but de ce travail est de généraliser une version du théoreme de Paley-Wiener
classique aux groupes de Lie nilpotents, ce qui consiste a démontrer la conjecture
suivante.

Conjecture — Soient G un_groupe de Lie nilpotent, conneze, et sim-
plement connexe de dual unitaire G et ¢ une fonction bornée, mesurable et
a support compact (i.e ¢ € LX(Q)). Supposons qu’il existe un sous-ensemble
E c G de mesure de Plancherel positive tel que &EP = 0 pour tout p € E ou

<$p est la transformée de Fourier de ¢ a valeur opérateur. Alors ¢ = 0 presque
partout sur G.

Ce résultat a été conjecturé par D Scott et A Sitaram dans ([8]). Dans
le cas classique, si ¢ € L(R ™), la transformée de Fourier 5 , de ¢ se prolonge
en une fonction holomorphe sur C", ce qui permet de conclure que $ =0 si q/g
est nulle sur un ensemble dont la mesure de Plancherel est strictement positive.
Mais pour ¢ € L(G), la transformée de Fourier ¢ ne se prolonge pas en une
fonction holomorphe.

L. Corwin et F. P. Greenleaf [1] puis J. D. Moss [6] ont démontré cette
conjecture, mais en imposant des conditions sur le groupe de Lie nilpotent
G. Pour les premiers, cette condition est : un seul idéal polarise toutes les
formes linéaires paramétrisant les orbites génériques de g*. La condition pour le
deuxieme est : une seule sous-algebre subordonnée maximale polarise toutes les
formes linéaires paramétrisant les orbites génériques de g*.

Récemment, R. Park [7] a montré cette conjecture pour tous les groupes
de Lie nilpotents d’ordre deux et trois. R. L. Lipsman et J. Rosenberg [5] ont
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démontré la conjecture de Paley-Wiener dans le cas général en utilisant des
travaux de N. V. Pedersen sur la structure de G.

Dans ce travail, nous démontrons cette conjecture par récurrence sur la
dimension de G, ce qui nous évite d’avoir recours a I’étude de la structure de
G. Pour cela, on traite deux cas dis a J. Dixmier. Contrairement a Moss, la
polarisation n’est plus nécessairement la méme pour tout ¢ dans g*.

Dans la section 2 on donne quelques généralités; la section 3 est consacrée
a la construction d’une base de Malcev qui joue un role tres important dans les
calculs de la section 4, et dans la section 5 on donne la démonstration du théoreme
de Paley-Wiener pour les groupes de Lie nilpotents.

Je remercie J. Ludwig pour m’avoir suggeré des simplications dans ma
démonstration initiale.

2. Notations et Généralités

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe
d’algebre de Lie g. On note g* l'espace des formes linéaires sur g. Soient
B = {Xj,...,X,} une base de Malcev forte de g et B" = {X7,..., X}
une base de Jordan-Holder de g*. D’apres le théoreme de Chevalley-Rosenlicht
(cf.[2] p-82) il existe un ouvert de Zariski G- invariant U C g* réunion d’orbites
coadjointes génériques par rapport a la base B*. Soit £ = > (X € U
une forme linéaire ayant une orbite Oy, = Ad*G.¢ de dimension maximale 2k.
On pose 7 = n — 2k = dim(g’) ot g est le radical de ¢. Il existe des
indices J = {j1,...,Jok}, (2 < j1 < Jo < ... < jor < m) tels que toute orbite
générique Oy soit au-dessus du sous-espace W; de dimension 2k engendré par
B = {X;,..., X5, }. Soit D ={dy,....d.},(1 =4dy <...<d. <n)le
complémentaire de J dans {1,...,n}. Le sous-espace Wp de dimension r
engendré par B}, = {Xj ,..., X } rencontre U. On a g* = Wp @& W;. Posons
W=UnNWp. Sile W,onal =73 04X; etsi dn est une mesure
de Lebesgue sur Wp, alors du = |Pf(¢)|dm est une mesure sur W, ou P f(¥)
désigne le pfaffien en ¢ donné par Pf(¢)? = det £([X;, X;]); jes . Cette mesure
sur W C g* est une mesure de Plancherel pour @, I’espace dual de G'. D’apres

([4]), cette mesure de Plancherel peut s’écrire:

dp=Pf(O)X1 NN X,

3. Construction d’une base de Malcev pour ¢/ € W
Soit
0=g,Cg1C...C¢g;...C98p,_1CQ,=9

une suite d’idéaux de g, telle que la dimension de g, soit ¢ pour tout 1 <i < n.
On note g’ le radical de ¢ dans g. On a deux cas,

Premier cas — Supposons g‘ C g, ; pour tout £ € W, i.e. toutes
les orbites en position générale sont saturées par rapport a g, ;. On peut



GARIMELLA 167

choisir une base de g dont les n — 1 premiers vecteurs de la base pour ¢ €
W dépendent rationnellement de ¢, {X1(¢),..., X, (£),..., Xn(€),..., Xn_1(0)},
dont les X;(¢) sont dans g% pour certains j avec ¢; = llg, , et g = {X ¢

gjlad*X.£; = 0}. Comme g’ C g, le dernier vecteur de la base ne dépend pas
de ¢. Soit

Byp(0) = {X1(0), ..., Xo(0), o, X (0), ., Xn1(€), X}

une telle base de g. Remarquons que I’ensemble d’indices J; pour G, _1 est égal
a J—{n,j1} pour un certain j; tel que toute orbite générique O, soit au-dessus
du sous-espace W, de dimension 2k—2 engendré par B ={X7,,..., X}  }.

T )2k—1
Onag, 1 =WoRX; ®@W,; . Donc W1 =(UNWp) xR X7 =W xR X7 .
Si ¢y € Wy, ona

0= €4, X; +R X},

La mesure sur W; est

dﬂl(gl) = Pf(fl)Xl N A Xr VAN le
=Pf(ln1)X1 A=A X, AKX,

ot Pf(ly—1)* = detly_1([Xi, Xj])ijes, avec £,y = Llg . Remarquons que,
g1 =g'@R X, [Xi, X,] € 9,1 pour i,j dans Ji, et £([Xj,,8,_1]) =0.

Remark 1. Soit A(¢) = (¢[X;, Xj])i jes la matrice anti-symétrique.

AlD) = ; (A (6)) 5
Z([le,XnD * i

ol An 1(£> - g([XMX ]) 7.76«11

Ainsi on a: det A(£)z = [0([X;,, X,])|(det A, _1(£)2).

Clest-a-dire Pf(¢) = (([X;,, X,]))Pf(ln-1).

En écrivant, la mesure du; sur Wi en termes des coordonnés locales sur
g,_1, d’apres la remarque on a

dpy = Xy ---dX],

o
Pf(n 1)

X XD) e
= =P dXE X,

1
=U([X;,, X,

])(W
= L([Xj,, Xn])dp x dX
= q(€)dpdl;,

dX;---dX}) x dX,

ol q(€) = £([X;,, Xa]).
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—

Cette mesure sur W; C g* est une mesure de Plancherel sur G, _1,
I’espace dual de G, .

Deuxiéme cas: Si g° ¢ g,,_; pour tout £ € W, i.e. toutes les orbites
en position générale ne sont pas saturées par rapport a g, _;, on peut choisir
une base de g de maniere que le dernier vecteur X, de la base dépend aussi
rationnellement de £ et X, (¢) € g*. Soit

B0 = {X1(0), s Xe(0), o, X (0), -, X 1(0), X ()}

une telle base de g dont les X;(¢) sont dans g% pour certains j avec £; = /| g,

La mesure de Plancherel de G s’écrit;

du(l) = (PfO)X1 N ANXpo1) N X,
=(Pfl)X1 AN ANX,o1) AN X,
= d,ul X dfn

4. Transformée de Fourier a valeur opérateur

On va définir la transformée de Fourier a valeur opérateur (cf.[1] p 206-
207) qui dépend de 2.

Premier cas: Supposons donc que g* C g,,_; pour presque tout £ € W,
i.e toutes les orbites en position générale sont saturées par rapport a g, _;.
Pour £ €¢ W, p, = I”dgn,lpﬁn—l est une représentation induite de G, ou
b1 = K\gn_l et pg,_, est une représentation de G,_;. Comme G/G,_1 est
un quotient de G, l'application ¢ : C*°(G/Gp,—1) — C™(G, p) se prolonge en
une isométrie H, — L?*(G/G,—1) = L*(R) ou C™(G,p) est 'ensemble des
f € C*(G) a support compact modulo G,,_; telles que f(hg) = ps,_,(h)f(g)
pour tout h € G,_1, g € G.

Pour tout ¢ € C:°(G) et py € G tel que £ € W, on définit la transfor-
mation de Fourier a valeur opérateur par

Bor = /G o(9)0e(9)dg

On pose ¢ = Ad*(exp(—tX))¢. Remarquons que

pet(g9) = pe(exp(tX).g. exp(—tX))

Choisisons X € g\g,,_;. Pour tout s, ¢t dans R , 'action de ¢ € C°(G) sur
f € H,, entraine

(Bp. 1) (exp(tX)) = /G &(9)pel9) f (exp(tX))dg
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comme la représentation induite agit a droite sur f € H,,, on a

(G exp(t)) = [ o0)f(explt).9)dg
/ / d(h.exp(sX))f(exp(tX).h.exp(sX))dhds

d(h.exp(sX))f(exp(tX).h.exp(—tX).exp(tX). exp(sX))dhds

/ 6(h. exp(s X)) f (exp(tX).h. exp(—tX). exp(t + 5)X))dhds
/ _, (exp(tX).h.exp(—tX)) f(exp(t + s) X )dhds

(@5, )f(exp(t +5)X)ds

/R
ou ¢*(h) = ¢(h.exp(sX)). |
Pour tout @ € R on pose fq(h.exp(sX)) = €"** f(h.exp(sX)) ainsi on
a, fa €H,,, car f est dans H,,.
Soit kerp, le noyau de p, dans C*(G), la C*- algebre du groupe G. Si
¢ € kerp, d’apres les calculs ci-dessus, pour tout f € H,, on a

0—/ (,bp(et B falexp(t + s)X)ds

_/]R plers Z(ef) flexp(s+t)X))ds Va

qui implique gb = 0 pour tout s € R . Réciproquement, pour tout s et ¢

Pety,
S
Pety

I’équivalence

dans R si =0 ona (/gﬁ\pg = 0 qui implique que ¢ € ker p;. On a établi

n—1

¢ € ker py <= (¢° =0 Vs,t)

Pety, _q

Deuxiéme cas: Supposons que g° ¢ g, ; pour tout £ € W. Pour
¢ € W,et a € R onpose {, = ¢+ aX*. Donc, {,(X) = {(X)+ a et
Pe. = Pt D Xa avec Xq(h.exp(sX)) = €' pour tout h € G,,_1.

Si&, neH, = H,, : et la restriction de py, a G,,—1 est irréductible
et équivalente & p(f|g ) pour tout « € R . On a

<Py > = / < pe. (9)E,n > Blg)dg

/-
i
i

[ < plesp(sX))3;, € > ds

< pe ®Xalg)é,n > ¢(g)dg

/G < pe @ Xa(exp(sX).h)§,n > ¢(exp(sX).h)dhds

S

/G < ¢ py(exp(sX))pr,_, (W)€, 0 > ¢(exp(sX).h)dhds

S

%
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ou ¢*(h) = ¢(exp(sX).h). Donc on a exprimé gb\pz a Daide de ¢°

Pe, 1

5. Théoréeme de Paley-Wiener

Theorem 1. Sotent G_un groupe de Lie nilpotent, connere et simplement
conneze, de dual unitaire G et ¢ une fonction bornée, mesurable et a support
compact (i.e. ¢ € LX(G)). Supposons qu’il existe un sous-ensemble E C G
de mesure de Plancherel positive tel que gbp = 0 pour tout p € E ou gbp est
transformée de Fourier de ¢ a valeur opérateur. Alors ¢ = 0 presque partout
sur G.

Proof. — On procede par récurrence sur la dimension n de GG. Le résultat est
vrai si la dimension de G est un, car G =2 R . Supposons que le résultat soit vrai
pour les groupes de dimension n — 1. On peut supposer que E est contenu dans
W (car, si ENW négligeable alors E = (ENW)U(ENW?¢) est négligeable, ou
W€ est complémentaire de ).

Premier cas : g’ C g, ; pour tout £ € W. Soit ¢ € CX(G). Par

hypothese, pour tout py, tel que £ € E on a 0 = 5%? montrons alors ¢ = 0
pour presque tout sur G.
D’apres le paragraphe 4 on a

qukerpg(:)( =0 Vs,t)

Peety 1
Par hypothese, gb/p\e = 0 pour tout ¢ € FE et d’apres ’équivalence ci-dessus on a

~ B
Py, _1 0
pour tout s, t dans R .

A;’; = 0 pour tout ¢,,_; parcourant ' = E
(Zt)n71

mesure de Plancherel dy; = ¢(¢)dpxdl;, strictement positive, car Z([Xn, X, ) #
0. Alors, pour tout s dans R l'ensemble M = {exptX.f,_1 | ¢pm =
—1

0,teR,l, 1€ E|g;_1} est non négligeable pour la mesure de Plancherel dty .
D’apres I’hypothese de récurrence ¢° est nulle presque partout sur G,,_;. Ce
qui entraine d’apres le théoreme de Fubini que ¢ est nulle presque partout sur

G.

*
Donc, g:_, sur g, ; de

Deuxiéme cas : g° ¢ g, ; pour tout £ € W — Soit ¢ € C°(G). Par

hypothese, pour tout py, tel que £ € E on a QASM = 0; montrons alors que =0
pour presque tout £ € W.
Soit donc ¢ € F, pour tout « € R on a

< Pp, &3] >=/]R e'* < py(exp(sX))d; b Son>ds

donc

Ones = [ e (X)), ds
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Posons R
W(s) = pelexp(sX))ds,

Donc
bps., :/R U(s)e* **ds
= ¥(a)

Par ’hypothese, pour tout £ € E on a gb\pz = 0, qui implique \Tf(a) = 0, par
conséquent on a ¥(s) =0 pour tout s € R . Donc

—1

0=0, = /R ¢ py(exp(sX))g;, ds

pour tout o dans R qui implique 8%71 = 0 pour tout ¢,,_, parcourant F;

(trace de E sur g’ _;) de mesure de Plancherel sur G/T:l strictement positive.
D’apres ’hypothese de récurrence qugn_l = 0 pour presque tout £, 1 € W’
(trace de W sur g ;). Donc , 0 = (Epg pour presque tout £ € W (d’apres les
calculs de q/gpea ).

D’ou qu = 0 pour presque tout p relativement a la mesure de Plancherel.

D’apres la formule de Plancherel (cf.[2] Th.4.3.17) pour un groupe de Lie
nilpotent, on a

1l = [, [ Tr@ddm(it, = 0

qui entraine que ¢ est nulle.
Si maintenant, on considere ¢ € L3°(G). Soit { f,, }, une unité approchée
dans CZ°(G). Pour tout entier n, f, x ¢ € CX(G). Soit p € E, si ¢, est nul

alors (f, * ¢), est nul. Donc, d’apres ce qui précede, f, * ¢ est nul (pour tout
entier n). Mais la suite (f, * ¢),, convergeant vers ¢ dans L!(G), cela entraine

¢ = 0 presque partout sur G. [ |
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