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Abstract. Let G be a connected and simply connected nilpotent Lie

group, let H be a closed connected subgroup of G and let χ be a unitary

character of H . We construct explicitly a smooth intertwining operator
between the monomial representation π=indGHχ of G and its decomposition

into irreducibles. In particuliar, we present a new disintegration of L2(G) .

0. Introduction

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algèbre
de Lie g . On considère la représentation monomiale τ = IndGHχ induite
par un caractère unitaire χ d’un sous-groupe analytique H de G . En fait
h étant la sous-algèbre de Lie correspondant à H , χ s’ecrit sous la forme
χ(expX) = ei〈f,X〉 (X ∈ h) avec f ∈ g? . D’aprés Corwin, Greenleaf [3] et
Lipsman [17], la désintégration de τ en irréductibles s’obtient comme suit,

τ '
∫ ⊕

(f+h⊥)/H

πldl̇ (0.1)

dl̇ étant une certaine mesure naturelle sur l’espace (f +h⊥)/H des H− orbites.
D’autre part suivant encore les travaux de Corwin, Greenleaf, Grélaud [7] et
Lipsman [17], la désintégration centrale de τ s’écrit aussi

τ '
∫ ⊕

Ĝ

m(π)πdµ(π) (0.2)

où µ dénote une mesure finie équivalente à l’image par l’application de Kirillov
θ : g? −→ Ĝ de la mesure de Lebesgue sur f +h⊥ et m(π) désigne le nombre de
H−orbites incluses dans l’intersection de (f + h⊥) avec l’orbite coadjointe Ω(π)
de π . (C’est aussi le nombre des composantes connexes dans (f + h⊥) ∩ Ω(π)
lorsque ce nombre est fini).
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L’un des problèmes les plus importants dans la théorie de la désintégra-
tion des représentations des groupes est de connâıtre explicitement un opérateur
qui entrelace τ et sa décomposition en représentations irréductibles. La réponse à
cette question peut aider à trouver la solution de plusieurs problèmes importants,
par exemple l’étude de la résolubilité des opérateurs différentiels invariants sur
l’espace homogène G/H , ou encore le problème de la réciprocité de Frobénius des
vecteurs généralisés semi-invariants dont Hidénori Fujiwara a trouvé une solution
partielle ([8], [9] et [10]).

Dans [18] et [19] Ronald. L. Lipsman a établi un opérateur d’entrelace-
ment pour la représentation quasi-régulière dans le cas où les multiplicités sont
finies. Dans [11] Gérard Grélaud remarquait que la formule de Plancherel sur
les groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexes permet d’obtenir
explicitement un opérateur d’entrelacement entre la représentation induite et sa
décomposition centrale lorsque h est un idéal de g .

Récemment, L. Corwin et F. P. Greenleaf ont construit un opérateur
d’entrelacement afin de prouver que l’algèbre des opérateurs différentiels sur
G/H , G− invariant et qui permutent à la translation à gauche, est isomorphe à
l’algèbre des fonctions polynômiales H− invariantes sur f + h⊥ et ceci sous les
conditions suivantes:

(i) mπ <∞ pour π générique dans Spectre (τ).

(ii) g contient une sous-algèbre b qui polarise tous les éléments génériques
de Γf = f + h⊥ et qui est normalisée par h (cf. [4]).

La nouveauté dans ce travail par rapport aux cas déjà connus, c’est
l’obtention d’un tel opérateur d’entrelacement dans le cas général, en d’autre
termes nous construisons dans ce papier un opérateur d’entrelacement entre
IndGHχf et sa décomposition en irréductibles (0.1) lorsque H est un sous-groupe
fermé connexe quelconque d’un groupe de Lie nilpotent connexe simplement
connexe. Nous espérons que nos résultats pourront se généraliser à d’autres
classes de groupes résolubles.

Le papier se compose de quatre sections. Dans la première et la deuxième
nous généralisons les résultats de Corwin, Greenleaf et Grélaud [7], Lipsman [17]
sur la désintégration des représentations monomiales, nous déterminons des sous-
espaces affines

VR,B =
{ r∑

i=1

Ri(T )fi;T ∈ Rk
}

de f + h⊥ , ainsi qu’une mesure dλ = dλR,B sur VR,B telle que

IndGHχf '
∫ ⊕

VR,B
πφdλ

R,B(φ).

Ici R désigne une famille {R1, . . . , Rr} de certaines fonctions affines définies sur
Rk , où k ∈ NI que nous préciserons dans 2.4.2, et B? = {fr, · · · , f1} la base
duale d’une base de Malcev B relative à h .

Dans la troisième section nous construisons un opérateur d’entrelacement
unitaire explicite et nous donnerons son inverse. Nous construisons cet opérateur
U de la façon suivante. Nous partons d’une suite de Jordan-Hölder C de
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g , nous en déduisons une base de Malcev B relative à h , nous prenons une
famille R = {R1, · · · , Rr} de fonctions affines et nous obtenons notre espace
de désintégration VR,B avec la mesure Lebesgue dλ . La base B nous définit
une mesure invariante sur G/H , donc la norme sur l’espace Hτ de τ . Dans le
paragraphe 3.1 nous déterminons un ouvert de Zariski V0 de VR,B , pour chaque
φ ∈ V0 une polarisation b(φ) en φ , une base de Malcev X(φ) de b(φ), une base
de Malcev Y(φ) de b(φ) relative à h∩b(φ) et une base de Malcev U de h relative
à h ∩ b(φ). Toutes ces bases varient de façon continue en φ ∈ V0 et elles nous
fixent des mesures invariantes dG,B(φ) sur G/B(φ), où B(φ) = exp(b(φ)), donc

la norme sur l’espace Hφ de la représentation irréductible πφ = IndGB(φ)χφ ,
dB(φ),B(φ)∩H sur B(φ)/B(φ) ∩ H , et dH,H∩B(φ) sur H/B(φ) ∩ H . Ceci nous
permet de définir l’espace

H =

∫ ⊕

VR,B
Hφdλ(φ)

de la désintégration de τ . Nous associons maintenant à chaque fonction de
Schwartz ξ contenu dans Hτ et à chaque φ ∈ V0 le vecteur C∞

TB(φ),Hξ(g) =

∫

B(φ)/B(φ)∩H
ξ(gb)χφ(b)dB(φ),B(φ)∩H(b), g ∈ G

de Hφ . Nous montrerons dans 3.3 que

∫

V0

‖TB(φ),Hξ‖2Hφdφ = ‖ξ‖2Hτ

et que nous obtenons de cette façon un opérateur d’entrelacement isométrique
qui transforme τ en une intégrale des πφ sur V0 et dans 3.4 que cet opérateur
est inversible.

Dans la quatrième section, nous examinons des exemples et nous décri-
vons une nouvelle désintégration (lisse) de L2(G).

1. Généralités

1.1 Notations et rappels. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et sim-
plement connexe d’algèbre de Lie g . En notant exp l’application exponentielle,
nous écrirons G = exp g . Soient V,W des espaces vectoriels réels de dimen-
sion finie tels que W ⊂ V . Nous notons V ? l’espace vectoriel dual de V et
W⊥ , l’orthogonal de W dans V ? . Si u1, . . . , up, (p ∈ NI ) désigne des vecteurs
linéairement indépendants de V , on note vect(u1, . . . , up) le sous-espace vec-
toriel de V engendré par ces vecteurs, et nous disons que la base {u1, . . . , up}
engendre cet espace. Etant donné l ∈ g? et X ∈ g , nous notons 〈l, X〉 l’image
de X par l . Le noyau de la forme bilinéaire Bl définie par

Bl(X,Y ) = 〈l, [X,Y ]〉
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se note g(l) : g(l) = {X ∈ g ; Bl(X,Y ) = 0 pour tout Y ∈ g} . Le plus grand
idéal contenu dans g(l) sera noté a(l). Manifestement

a(l) =
⋂

φ∈G·l
g(φ). (1.1.1)

Nous disons qu’une sous-algèbre de g est subordonnée à l si elle est totale-
ment isotrope pour Bl . Nous notons S(l, g) l’ensemble de telles sous-algèbres
et M(l, g) celui des sous-algèbres qui sont en même temps des sous-espaces to-
talement isotropes maximaux. Un élément de M(l, g) sera appelé polarisation
(réelle) au point l . Soit h ∈ S(l, g). Donnons-nous le caractère χl du sous-
groupe analytique H = exp h correspondant à l par,

χl(expX) = e−i〈l,X〉

quel que soit X ∈ h .

1.2. Nous construisons la représentation induite τ = ρ(l, h, G) = IndGHχl de G .
Par définition même d’une représentation induite, τ se réalise par translations à
gauche dans l’espace de Hilbert Hτ des fonctions ξ sur G vérifiant

ξ(gh) = χl(h
−1)ξ(g) (1.2.1)

quels que soient g dans G et h dans H , et de carré intégrable sur G/H
pour la mesure G− invariante. Cet espace sera noté L2(G/H, l). Une telle
représentation sera aussi appelée monomiale.

Soit K̂ : g?/G −→ Ĝ la bijection de Kirillov. Pour π ∈ Ĝ , nous noterons
Ω(π) l’orbite correspondante Ω(π) = K̂−1(π). Nous munissons g?/G et Ĝ de
leurs structures topologiques et boréliennes habituelles. Il est bien connu que K̂
est un isomorphisme borélien, même un homéomorphisme, de g?/G sur Ĝ (cf.
[2] et [15]). Nous confondrons parfois les classes d’équivalence dans Ĝ avec leurs
représentantes, et la relation d’équivalence entre deux représentations π1, π2 se
notera π1 ' π2 .

1.3. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie et ρ : G −→ End(V ) une
action unipotente de G sur V . Nous désignons par

(0) = Vn ⊂ Vn−1 ⊂ . . . ⊂ V1 ⊂ V0 = V

une suite de Jordan-Hölder pour G et L = {v1, . . . , vn} une base de Jordan-
Hölder associée (vj ∈ Vj−1 \ Vj). Si v ∈ V , nous écrivons ρ(x)v = x · v pour
tout x ∈ G et X · v = d

dt
{ρ(exp(tX)) · v}|t=0 pour tout X ∈ g .

L’ensemble indice eL(v) = {i1 < . . . < id} d’un élément v dans V relatif
à L est l’ensemble suivant de {1, . . . , n} :

i ∈ eL(v)⇔ ∃ X ∈ g : X · v ∈ Vi−1 \ Vi.

L’entier d , i.e. le cardinal de eL(v) est bien sûr la dimension de la G−orbite Ω
de v et ne varie pas si v parcourt Ω.
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Soit W un sous-espace G -invariant de V . Nous disons qu’une orbite Ω
de G dans V est saturée par W , si Ω + W = Ω. Fixons d dans N . Pour un
sous-ensemble e de {1, . . . , n} avec cardinal de e = d nous notons Ve la partie
V qui contient tous les éléments v telles que eL(v) = e . Il existe une relation
d’ordre sur l’ensemble des ensembles indice de longueur d, et pour chaque e il
existe un polynôme Pe tels que

Ve = { v ∈ V ; Pe(v) 6= 0, Pe′(v) = 0, pour tout e′ > e }.

La partie Vd de V qui contient tous les éléments v telle que la dimension des
G− orbites soit d , est la réunion disjointe des Ve .

Pukanszky a montré dans [21] qu’il existe un système de n fonctions
réelles {pL

1 , . . . , p
L
n } sur Rd × Ve avec les propriétés suivantes:

a) Pour v ∈ Ve fixée, pL
i (z, v) est une fonction polynômiale en z =

(z1, . . . , zd) et les coefficients sont des fonctions G− invariantes sur
Ve, i ∈ {1, . . . , n} ;

b) pL
i (z, v) = zk pour i = ik ∈ e, v ∈ Ve ;

c) Si 1 ≤ i ≤ n, ik ≤ i < ik+1 alors pL
i (z, v) ne dépend que de z1, . . . , zk ;

d) Pour tout v ∈ Ve nous avons

ρ(G)v =
{
pL(z, v) =

n∑

i=1

pL
i (z, v)vi : z ∈ Rd

}
.

Prenons par exemple V = g? et l’action coadjointe. Soit D? = {l1, . . . ,
ln} une base de Jordan-Hölder de g? et soit D = {X1, . . . , Xn} la base duale
dans g , i.e.

〈li, Xj〉 = δi,j ; 1 ≤ i, j ≤ n.
Nous notons pour tout j ∈ {1, . . . , n}, gj = vect(X1, . . . , Xj); l’ensemble indice

eD?

(l) = {i1 < . . . < id}

d’un élément l dans g? relatif à D? est aussi l’ensemble suivant de {1, . . . , n} :

i ∈ eD?

(l)⇔ g(l) + gi−1⊂6= g(l) + gi.

1.4. Soit maintenant φ dans g? . Nous pouvons obtenir une polarisation au
point φ par la méthode suivante de M. Vergne [23].

Soit {0} = an+1 ⊂ an ⊂ . . . ⊂ a1 = g une châıne d’idéaux de g tels
que dim aj = j ; soit φj = φ|aj . Alors b(φ) =

∑n
j=1 aj(φj) est un élément de

M(φ, g).

2. Désintégration des représentations monomiales.

2.1 Choix des mesures. Comme plus haut soit h ∈ S(f, g) et χf le caractère
du sous-groupe analytique H = exp h correspondant à h défini par, quel que



162 Baklouti-Ludwig

soit X ∈ h , χf (expX) = e−i〈f,X〉 . Nous fixons maintenant une mesure de
Haar dx sur G . Soit B = exp b un sous-groupe fermé connexe de G et soit
{Y1, Y2, . . . , Yk} une base de Jordan-Hölder de b . Alors l’application

ψ : Rk −→ B, (t1, . . . , tk) −→ exp t1Y1 · · · exp tkYk

est un difféomorphisme. Nous choisissons une mesure db sur B de la manière
suivante: Pour toute fonction C∞ à support compact η dans B ,

∫

B

η(b)d(b) =

∫

Rk
η(exp(t1Y1) · · · exp(tkYk))dt1 · · ·dtk.

Cette mesure est invariante à gauche, donc une mesure de Haar. D’autre part si
nous choisissons une base de Malcev {X1, · · · , Xd} de g relative à b , c.à d.

g = RX1 ⊕ · · · ⊕ RXd ⊕ b et
d∑

k=j

RXk + b

est une sous-algèbre de g pour tout j , alors la mesure dG,B sur G/B définie
pour toute fonction continue à support compact ã sur G/B par

∫

G/B

ã(g)dG,B(g) =

∫

Rd
ã(exp(t1X1) · · · exp(tdXd))dt1 · · ·dtd,

est aussi invariante à gauche. En normalisant un des vecteurs Xj , nous avons
que ∫

G

q(g)dg =

∫

G/B

( ∫

B

q(xb)db
)
dG,B(x)

pour toute fonction continue à support compact q sur G . Nous choisirons
toujours les mesures invariantes dG,B sur les espaces quotients G/B de telle
sorte que cette identité soit vraie.

Rappelons maintenant un résultat dû à Lion [16]. Soient b1, b2 deux
polarisations au point φ ∈ g? , et B1, B2 les deux sous-groupes associés. Nous
notons

S(G/Bi, φ) = H∞
IndGBiχφ

, i ∈ {1, 2},

l’ensemble des vecteurs C∞ des espaces des représentations IndGBiχφ, i ∈ {1, 2} ,

qui sont en fait isomorphes tous les deux à l’espace de Schwartz de Rcodim bi .
Dans toute la suite nous noterons πφ,B la représentation IndGBχφ .

Si dB2,B2∩B1
est une mesure sur B2/B2 ∩ B1 invariante à gauche pour

B2 , alors pour toute fonction k̃ de S(G/B1, φ) l’intégrale

TB2,B1
k̃(g) =

∫

B2/B2∩B1

k̃(gb)χφ(b)dB2,B2∩B1
(b)

definie pour tout g ∈ G est absolument convergente et définit un isomorphisme
de S(G/B1, φ) sur S(G/B2, φ) qui se prolonge par continuité en un opérateur
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d’entrelacement entre πφ,B1
et πφ,B2

, et si les mesures sur les espaces homogènes
G/B1 et G/B2 sont convenablement normalisées, TB2,B1

est une isométrie. Pour
tous ces détails voir [16], page 164.

Revenons maintenant à τ = IndGHχf . Nous notons Hτ , respectivement
H∞τ , l’espace de la représentation τ , respectivement l’espace des vecteurs C∞

de cette représentation. Soit {X1, · · · , Xr} une base de Malcev de g relative à
h . Il est bien connu que l’application

E : Rr 7→ G/H;E(t1, · · · , tr) = exp(t1X1) · · · exp(trXr) ·H

est un difféomorphisme de Rr sur G/H .

Nous notons par S(G/H, f) l’espace de Schwartz de la représentation
τ i.e l’espace des fonctions ξ qui sont C∞ sur G , vérifiant la relation (1.2.1)
et telle que ξ ◦ E soit une fonction de Schwartz ordinaire sur Rr pour une et
donc pour toute base de Malcev relative à h . L’espace de Fréchet S(G/H, f)
est évidemment isomorphe à l’espace de Fréchet S(G/H). De la même manière,
nous définissons les espaces C∞(G/H, f) des fonctions C∞ et C∞c (G/H, f) des
fonctions C∞ à support compact modulo H vérifiant (1.2.1).

Par abus de langage nous appellerons polarisation la sous-algèbre et aussi
le sous-groupe associé. Soit φ ∈ Γf et B(φ) = exp b(φ) une polarisation en φ .
Nous remarquons que l’intégrale

TB(φ),Hξ(g) =

∫

B(φ)/B(φ)∩H
ξ(gu)χφ(u)dB(φ),B(φ)∩H(u)

existe pour toute fonction de Schwartz ξ dans S(G/H, f) et g dans G et définit
une fonction C∞ sur G qui vérifie la relation de covariance (1.2.1) pour B(φ)
et le caractère χφ . La fonction TB(φ),Hξ est en fait un élément de H∞φ , c’est
à dire un vecteur C∞ de la représentation induite πφ,B(φ) . Le lemme suivant
peut être prouvé par les méthodes utilisées par Corwin et Greenleaf dans ([5],
Example 2.3).

Lemme 2.2. Soit φ ∈ Γf et B = exp b une polarisation en φ . Alors l’appli-
cation

TB,H : S(G/H, f) −→ S(G/B, φ),

TB,Hξ(x) =

∫

B/B∩H
f(xb)χφ(b)dB,B∩H(b);x ∈ G,

est linéaire, continue et surjective.

2.3. Comme plus haut nous notons Γf = f + h⊥ . Soit A une suite d’idéaux de
g vérifiant

(0) = an+1 ⊂ an ⊂ . . . ⊂ a1 = g

et soit C = {Z1, . . . , Zn} une base de Jordan-Hölder de g extraite de A ,
c.à.d Zj ∈ aj \ aj+1 et aj = vect(Zj, . . . , Zn). Nous tirons de A une suite
de Malcev {gj} et une base de Malcev B = {B1, · · · , Br} de g relative à h

de la façon suivante. Regardons les sous-algèbres hj = aj + h, j = 1, . . . , n ,
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de g . Soit n ≥ j1 > . . . > jr ≥ 1 les indices tels que hj 6= hj+1 . Nous
posons Bi = Zji , et nous obtenons B = {B1, · · · , Br} . Nous prenons ensuite
gk = h⊕ vect(B1, . . . , Bk), k = 1, . . . , r et nous avons

h = g0 ⊂ g1 ⊂ . . . ⊂ gr = g.

Nous dirons que la base de Malcev B relative à h est associée à A .
Nous utiliserons B pour déterminer une mesure G -invariante sur G/H , donc
pour fixer la norme sur l’espace de l’induite IndGHχf . En prenant la base duale

B? = {f1, . . . , fr} de B , nous obtenons une base de Jordan-Hölder de h⊥ pour
l’action de H .

Remarquons enfin qu’à partir d’une base C = {Z1, . . . , Zn} de Jordan-
Hölder de g , on peut construire une châıne d’idéaux A = (aj)

n+1
j=1 en posant

aj = vect(Zj , . . . , Zn), j = 1, . . . , n et an+1 = {0} .

2.4.1. Nous gardons toutes nos notations. Soit Gj = exp(gj), j = 1, . . . , r et
{B0, . . . , B−p} une base de h . Nous considérons pour tout j = 1, . . . , r et tout
φ ∈ Γf , φj = φ|gj . Nous posons

dj(φ) = dim (Gj · φj) = rang
(

(〈φ, [Bi, Bi′ ]〉)−p≤i,i′≤j
)

et

dj = max
φ∈Γf

dj(φ), d0 = 0.

Notons que ces dimensions ne dépendent que des sous-algèbres gi qui eux mêmes
ne dépendent que des idéaux de A . Le choix des vecteurs Bi ne joue donc aucun
rôle sur ces dimensions. Nous posons

IH,C = IH =
{
j ∈ {1, . . . , r}; dj > dj−1

}

=
{
j ∈ {1, . . . , r}; presque toutes les Gj–orbites dans Γjf = Γf |gj

sont saturées par rapportà g⊥j−1 ⊂ g?j

}
.

Finalement soit

LH,C = LH = {1, . . . , r} \ IH =
{
j ∈ {1, . . . , r}, dj = dj−1

}

=
{
j ∈ {1, . . . , r}; presque aucune Gj − orbite dans Γjf = Γf |gj

n’est saturée par rapportà g⊥j−1

}
.

Nous notons LH = {i1 < . . . < ik} . Nous dirons qu’un élément φ ∈ Γf est en
position générale, si

dj(φ) = dj , ∀j ∈ {1, . . . , r}.

Les éléments en position générale forment un ouvert de Zariski dans Γf .
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2.4.2. Nous allons désintégrer la représentation IndGHχf sur certains sous-
espaces affines VR,B de Γf qui ont la forme suivante. Soit R = {R1, . . . , Rr}
une famille de fonctions affines définies sur Rk , où k dénote le cardinal de LH

satisfaisant:

i1 ) Pour j ∈ IH , Rj(t1, . . . , tk) ne dépend que de t1, · · · , tj′ , où ij′ ≤ j <
ij′+1 .

i2 ) Pour tout ij ∈ LH , Rij (t1, . . . , tk) = tj .

Nous posons alors

VR,B = f + {R(T ); T = (t1, · · · , tk) ∈ Rk } ⊂ Γf , (2.4.3)

où R(T ) =
∑r
i=1 Ri(T )fi. Nous prenons sur VR,B la mesure de Lebesgue dT

que nous noterons dλ = dλR,B .

Un sous-espace affine V de Γf sera appelé C−admissible, s’il existe une
base de Malcev B relative à h associée à A (où A est la châıne d’idéaux associée
à C) et une famille de fonctions R = {R1, . . . , Rr} vérifiant les propriétés i1 et
i2 tels que V soit de la forme VR,B . Nous disons que V est en position générale,
si V contient des éléments de Γf en position générale.

Proposition 2.5. Soit A une châıne d’idéaux de g comme dans (2.3) et B

est une base de Malcev relative à h associée à A . L’espace affine VR,B défini
comme dans (2.4.3) est en position générale dans Γf , c.à d. pour chaque φ ∈ Γf
en position générale, il existe g ∈ G , tel que Ad?(g)φ soit en position générale
dans Γf et contenu dans VR,B .

Démonstration. Soit φ = φ0 et T 0 = 0. Montrons par récurrence sur
j = 0, . . . , r , qu’il existe φj ∈ Γf ∩ G · φ en position générale et un T j =

(tj1, . . . , t
j
k) ∈ Rk , tels que

φj(Bi) = Ri(T
j) + f(Bi), i = 1, . . . , j

où B = {B1, · · · , Br} . Supposons φj et T j trouvés et regardons l’indice j + 1.

Si j + 1 ∈ IH , alors l’orbite de φj|gj+1
dans g?j+1 est saturée par rapport à

g⊥j , comme φj est en position générale, il existe donc u ∈ Gj tel que pour

φj+1 = Ad?(u)φj , nous ayons que

φj|gj
= φj+1

|gj
et φj+1(Bj+1) = Rj+1(T j) + f(Bj+1).

Alors φj+1 ∈ Γf . Montrons que φj+1 est en position générale, c’est à dire qu’il
faut montrer que

dimGp(φ
j+1)|gp = dp, p = 1, · · · , r.

Si p ≤ j−1, alors φj+1
|gp

= φj|gp
et puisque φj est en position générale nous avons

bien le résultat.

Si p ≥ j , alors comme u ∈ Gp , Gp(φ
j+1)|gp = Gp(Ad

?(u)φj)|gp =

Gp(φ
j)|gp et donc dimGp(φ

j+1)|gp = dp. Nous posons encore T j+1 = T j .
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Si j + 1 ∈ LH , alors j + 1 = ij′ pour un certain j′ et Rj+1(T j) = tjj′ .

Nous prenons φj+1 = φj et nous remplacons T j par

T j+1

= (tj+1
1 = tj1, . . . , t

j+1
j′−1 = tjj′−1, t

j+1
j′ = φj(Bj+1) + f(Bj+1), tj+1

j′+1 = tjj′+1, . . .).

2.6. Nous serons souvent amenés à faire des changements de base du type

Z ′j = Zj +
∑

k>j

cj,kZk, j = 1, · · · , n. (2.6.1)

Alors la base de Malcev {B1, · · · , Br} est changée en {B′1, . . . , B′r} , où

B′j = Bj +
∑

i<j

ai,jBi + Uj , j = 1, . . . , r,

avec certains Uj ∈ h . De même un élément φ =

r∑

i=1

φifi + f ∈ Γf s’écrit dans la

nouvelle base B′ comme φ =
∑r
i=1 φ

′
if
′
i +f, où φ′i = φi+

∑
i>j aj,iφj . Soit R =

{R1, · · · , Rr} une famille de fonctions comme dans 2.4.1. Pour ij ∈ LH , T ∈ Rk ,
posons

tj +

r∑

i<ij

ai,ijRi(T ) = 〈R(T ), B′ij〉 = t′j .

Ainsi t′j = tj + Aj(t1, · · · , tj−1) où Aj est affine et ainsi

tj = t′j + A′j(t
′
1, · · · , t′j−1),

avec A′j affine. Si nous posons pour ij ∈ LH et pour j ∈ IH

R′ij (T
′) = t′j , R

′
j(T
′) = 〈R(A′(T ′)), B′j)〉, T ′ ∈ Rk

où A′(T ′) = (t′1 +A′1, · · · , t′k+A′k(t′1, · · · , t′k−1)), alors nous trouvons une nouvelle
famille de fonctions affines R′ vérifiant i1 et i2 , telle que pour la base B′ les
espaces VR,B et VR′,B′ cöıncident de même que les mesures dλR,B et dλR

′,B′ .

Théorème 2.7. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement con-
nexe d’algèbre de Lie g , soit f ∈ g? et soit h une sous-algèbre de g subordonnée
à f , H = exp h étant le sous-groupe fermé connexe de G associé à h , τ la
représentation monomiale induite à partir du caractère unitaire χf de H . Soit
B = {B1, . . . , Br} une base de Malcev de g relative à h , VR,B ⊂ Γf étant le
sous-espace affine décrit en 2.4.2 et dλR,B sa mesure. Alors la désintégration
de τ en irréductibles s’écrit :

IndGHχf '
∫ ⊕

VR,B
πφdλ

R,B(φ).
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Démonstration. Remarquons que la décomposition usuelle canonique s’effec-
tue sur l’espace de base Γf/H . Dans le cas des multiplicités infinies nous
avons que dim(VR,B) < dim(Γf/H), alors que nous avons l’égalité de ces deux
dimensions dans le cas des multiplicités finies.

Nous faisons une récurrence sur la dimension de g . Le sous-espace

g0 = vect(h, B1, · · · , Br−1)

est un idéal de codimension 1 de g et B0 = {B1, . . . , Br−1} est une base de
Malcev de g0 relative à h . Soit R0 = {R1, . . . , Rr−1} et f0 = f|g0

. Nous

désignons par VR0,B0 la partie de Γf0
obtenue par le procédé décrit en 2.4

relativement à g0,B0 et R0 . En fait VR0,B0 est la restriction de VR,B à g0 .
Soit encore dλR0,B0 la mesure de Lebesgue sur VR0,B0 .

Nous savons que IndGHχf = IndGG0
IndG0

H χf où G0 = exp(g0), et en
utilisant l’hypothèse de récurrence sur G0 nous obtenons

IndGHχf '
∫ ⊕

VR0,B0

IndGG0
πφ0

dλR0,B0(φ0),

il nous faut donc étudier les deux cas suivants:

(1) r ∈ IH , c.à d. les G− orbites sont presque toutes saturées par rapport
à g⊥0 , donc pour presque tout φ ∈ VR,B , (en vertue de la proposition 2.5),
pour φ0 = φ|g0

, πφ = IndGG0
πφ0

est irréductible. En plus, vu la forme de Rr ,
l’application φ→ φ0 = φ|g0

est un isomorphisme d’espace affine qui respecte les

mesures dλR,B et dλR0,B0 . Ainsi

IndGHχf '
∫ ⊕

VR0,B0

IndGG0
πφ0

dλR0,B0(φ0) '
∫ ⊕

VR,B
πφdλ

R,B(φ).

(2) r ∈ LH , c.à d. les G− orbites génériques ne sont pas saturées par rapport
à g⊥0 . Choisissons pour chaque φ0 ∈ Γf0

, l’extension φ1
0 ∈ Γf définie par

φ1
0(Br) = 0. Nous avons alors que

VR,B = {φ1
0 + sB?r , s ∈ R, φ0 ∈ VR0,B0} ' VR0,B0 × R,

donc la mesure dλR,B est exactement dλR0,B0 ⊗ ds , où ds est la mesure de
Lebesgue sur R . D’autre part, nous avons pour φ0 en position générale dans
Γf0

que

IndGG0
πφ0
'
∫ ⊕

R
πφ0+αB?r

dα.

Il en résulte que

IndGHχf '
∫ ⊕

VR0,B0

(

∫ ⊕

R
πφ0+αB?r

dα)dλR0,B0(φ0) =

∫ ⊕

VR,B
πφdλ

R,B(φ)

ce qui achève la démonstration.



168 Baklouti-Ludwig

3. Construction de l’opérateur d’entrelacement
3.1 Construction de polarisations et de bases de Malcev

Nous spécifions maintenant une châıne A d’idéaux de g . La particularité
provient du fait que si C = {Z1, · · · , Zn} est la base de Jordan-Hölder de g
extraite de A comme dans 2.3, alors C contient une base de Jordan-Hölder

D = {V1 = Zl1 , · · · , Vn−r = Zln−r}

de h . Nous construisons la base de Malcev B = {B1, . . . , Br} de g relative àh
comme en 2.3.

La base C nous donne les ensembles indice IH et LH et nous choisissons
aussi une famille R = {R1, · · · , Rr} de fonctions affines réelles sur Rk ayant les
propriétés définies en 2.4.2 pour LH . Soit V = VR,B .

En outre, la base B nous fournit une mesure G -invariante dG,H sur
G/H suivant le procédé décrit en 2.1, ce qui permet de fixer la norme

‖ξ‖L2(G/H,f) =
(∫

G/H

|ξ(g)|2dG,H(g)
)1/2

des éléments de l’espace Hτ = L2(G/H, f) de τ .

Nous allons construire maintenant un ouvert de Zariski V0 de VR,B sur
lequel tous les objects suivants seront bien définis. Pour φ ∈ V0 , nous allons
construire une polarisation b(φ) en φ ,

une base de Malcev X(φ) = {X1(φ), . . . , Xl(φ)}

de g relative à b(φ)

une base de Jordan-Hölder D(φ) = {V1(φ), · · · , Vq(φ)}

de h ∩ b(φ)

une base de Malcev Y(φ) = {Y1(φ), · · · , Ym(φ)}

de b(φ) relative à h ∩ b(φ) et enfin une base U(φ) = {U1(φ), · · · , Up(φ)} de h
relative à h∩b(φ). où les nombres l,m, p ne dépendent pas de φ ∈ V0 . En outre
tous les vecteurs Xj(φ), Vj(φ), Yj(φ) et Uj(φ) varient de façon rationnelle et C∞

avec φ ∈ V0 . En particulier les dénominateurs de ces expressions ne s’annulent
pas sur V0 .

Les vecteurs Xj(φ) vont définir la mesure G -invariante sur G/B(φ),
donc la norme de l’espace de πφ , les Yj(φ) la mesure B(φ)-invariante sur
B(φ)/H ∩B(φ), donc l’opérateur d’entrelacement infinitésimal TB(φ),H et les
vecteurs Uj(φ) la mesure sur H/H ∩ B(φ). Avec ces données nous pourrons
écrire dans 3.3 l’opérateur d’entrelacement cherché et dans 3.4 son inverse.
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Tous les objects que nous venons de citer vont être construits étape par
étape. Nous commençons par s = 0 et nous définissons nos bases à cette étape
initiale. Nous informons le lecteur que nous serons obligés de définir encore
d’autres sous-algèbres, certains indices et des ouverts de Zariski suppléméntaires
de V qui dépendent de φ et qui vont nous permettre de construire nos bases.

Nous allons introduire dans 3.1.0 tous nos outils à l’étape s = 0.
Ensuite nous indiquons dans 3.1.s la situation dans une étape intermédiaire
s ∈ {0, . . . , dim(g)} . Dans 3.1.s + 1 nous allons expliquer en détail les tech-
niques de passage d’un état s à l’état suivant s + 1 et nous exhibons tous les
nouveaux objects construits.

Nous montrons à la fin que cette procédure s’arrête en un certain état
s0 ∈ {0, . . . , dim(g)} , et les bases trouvées à cette étape sont également les bases
désirées. Remarquons enfin que nos constructions ne dépendent que de C, f et
h .

3.1.0. Procéderons par récurrence sur s ∈ {0, . . . , dim(g)} en commençant avec
s = 0. Posons

C0 = C,V0,0 = V

X0(φ) = Y0(φ) = U0(φ) = Ø,D0(φ) = D,

k0(φ) = (0), h0(φ) = h, i0 = 0, j0 = n et g0(φ) = g,

I0 = IH,C, R0 = R, r0 = r, k0 = k, n0 = dim(g).

3.1.s. Nous supposons maintenant trouvés pour s ∈ {0, . . . , n = dim(g)} une
partie ouverte de Zariski V0,s de V , pour tout φ ∈ V0,s une sous-algèbre gs(φ)
de g dimension ns vérifiant

ad∗(gs(φ)) · φ ⊃ (gs(φ))⊥,

des indices is ≤ js dans {0, · · · , ns} , et une base de Jordan-Hölder de gs(φ) que
nous notons Cs(φ) = {Zs1(φ), · · · , Zsns(φ)} .

Soit φs = φ|gs(φ) ∈ gs(φ)? . Nous avons l’idéal

ks(φ) =

ns∑

j=js+1

RZsj (φ)

de gs(φ) contenu dans a(φs) où a(φs) est la sous-algèbre définie comme dans
(1.1.1), une sous-algèbre hs(φ) de gs(φ) subordonnée à φ contenue dans gs(φ).
En plus nous disposons d’une base de Jordan-Hölder

Ds(φ) = {V s1 (φ), · · · , V sqs(φ)}

de h ∩ gs(φ) contenue dans Cs(φ), d’une base de Malcev

Xs(φ) = {Xs
1(φ), · · · , Xs

ls
(φ)}

de g relative à gs(φ), d’une base de Malcev

Ys(φ) = {Y s1 (φ), · · · , Y sms(φ)}
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de hs(φ) relative à hs(φ) ∩ h et contenue aussi dans Cs(φ) et enfin d’une
base de Malcev Us(φ) = {Us1 (φ), · · · , Usps(φ)} de h relative à h ∩ gs(φ) où
qs, ls,ms, ps ne dépendent pas de φ . Finalement nous disposons d’un ensemble
indice Is ⊂ {1, · · · , rs} où rs = dim (gs(φ)/hs(φ)) tel que pour tout φ ∈ V0,s

IH
s(φ),Cs(φ) = Is.

Nous posons encore Ls = {1, · · · , rs}\Is. Nous avons en outre pour tout φ ∈ V0,s

une famille Rs(φ) = {Rs1(φ), · · · , Rsrs(φ)} de fonctions affines définies sur Rks
vérifiant les conditions i1, i2 de 2.4.2 relativement à Is et Ls , telles que tous les
coefficients des fonctions Rsα(φ), α ∈ {1, · · · , rs}, soient des fonctions rationnelles
dont les dénominateurs ne s’annullent pas sur V0,s . Nous supposons en outre
que tous les vecteurs

W (φ) = Zsi (φ) ou Xs
i (φ) ou Y si (φ) ou Usi (φ)

et cetera obtenus par nos procédés s’écrivent comme des expressions rationelles
non singulières en φ ∈ V0,s , c. à d. sont décrits par des applications vectorielles
polynomiales W ′(φ) définies sur V divisés par des polynômes scalaires sur V ,
qui ne s’annulent pas sur V0,s .

3.1. s+1. Supposons d’abord que la partie

V′0,s = {φ ∈ V0,s; 〈φ, [gs(φ), gs(φ)]〉 6= (0)} = Ø.

La sous-algèbre gs(φ) est alors subordonnée à φ pour tout φ ∈ V0,s et est donc
nécessairement une polarisation en φ comme

(gs(φ))⊥ ⊂ ad∗(gs(φ)) · φ ⊂ (gs(φ))⊥.

Posons b(φ) = gs(φ). Comme il sera mentionné plus tard, il a été démontré dans
[20], que b(φ) est la polarisation de Vergne associée à la base de départ C . Nous
arrétons notre construction en posant D(φ) = Ds(φ), X(φ) = Xs(φ),U(φ) =
Us(φ), Y(φ) = Ys(φ) et V0 = V0,s . Nous pouvons donc supposer dans tout le
reste de la construction que V′0,s 6= Ø.

Cas 1: Le premier cas arrive si

ks+1(φ) =
∑

j>js+1

RZsj (φ) 6⊂ hs(φ)

pour un φ ∈ V0,s+1,1 . Rappelons que B? = {f1, · · · , fr} est la base duale de
la base de Malcev B relative à h . Soit u = hs+1 le plus grand indice tel que
Zshs+1

(φ) 6∈ hs(φ). Nous considérons la matrice M(φ) = (ai,j(φ)) où

ai,j(φ) = 〈fi, Y ′sj (φ)〉, i = 1, · · · , r; j = 1, · · · ,ms

et la matrice Mu(φ) obtenue en ajoutant à la matrice M(φ) la colonne

ai,u(φ) = 〈fi, Z ′su (φ)〉, i = 1, · · · , r.
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Soit d(φ) = rang M(φ) et du(φ) = rang Mu(φ) et soient

V0,s+1 = {φ ∈ V0,s; d(φ) < du} = {φ ∈ V0,s;Z
s
hs+1

(φ) 6∈ hs(φ)}.

Alors, il est clair que V0,s+1 est un ouvert de Zariski de V0,s . Nous posons

gs+1(φ) = gs(φ),Cs+1(φ) = Cs(φ), hs+1(φ) = hs(φ) + RZshs+1
(φ), φ ∈ V0,s+1.

Il est clair que (gs+1(φ))⊥ ⊂ ad∗(gs+1(φ)) · φ . Comme un élément X de g est
dans h , si et seulement si 〈fi, X〉 = 0 pour tout i , comme les Y sj (φ) forment
une base de hs(φ) modulo hs(φ) ∩ h alors

hs+1(φ) = vect {Zshs+1
, Y sj (φ), j = 1, · · · ,ms}+ h ∩ hs(φ),

et nous voyons que {Zshs+1
(φ)}∪Ys(φ) nous donne une base de Malcev Ys+1(φ)

de hs+1(φ) relative à hs+1(φ)∩ h . Posons ks+1 = ks− 1. La dimension rs+1 de
gs+1(φ)/hs+1(φ) est égale à rs − 1 et pour φ ∈ V0,s+1 , T ′ ∈ Rks+1 , soit

Rs+1(φ)(T ′) = {Rs+1
1 (φ)(T ′), · · · , Rs+1

rs+1
(φ)(T ′)}

= {Rs2(φ)(φ(Zshs+1
(φ)), T ′), · · · , Rsrs(φ)(φ(Zshs+1

(φ)), T ′)}.

Nous voyons que la famille Rs+1(φ) vérifie alors les propriétés i1, i2 de 2.4.2
pour hs+1(φ) et Cs+1(φ). Nous posons Ds+1(φ) = Ds(φ) ∪ {Zshs+1

(φ)} . Nous
laissons tous les autres objets inchangés. Ceci termine le premier cas.

Ainsi, nous pouvons supposer dans tout le reste de la construction que
hs(φ) ⊃ ks+1(φ) pour tout φ ∈ V0,s . Soit pour φ ∈ V′0,s ,

js+1(φ) = max{j;Zsj (φ) 6∈ a(φs)} = max{j; 〈φ, [Zsj (φ), gs(φ)]〉 6= 0}

et soit js+1 = maxφ∈V′0,s
js+1(φ). Posons Ys+1(φ) = Zsjs+1

(φ), φ ∈ V′0,s . La
partie

V0,s+1,1 = {φ ∈ V′0,s; js+1(φ) = js+1}
est aussi un ouvert de Zariski, car

V0,s+1,1 = {φ ∈ V0,s; 〈φ, [gs(φ), Y ′s+1(φ)]〉 6= 0}.

Soit de même

is+1(φ) = max{i; 〈φ, [Zsi (φ), Ys+1(φ)]〉 6= 0}, φ ∈ V0,s+1,1

et soit
is+1 = max

φ∈V0,s+1,1

is+1(φ).

Posons
Xs+1(φ) = Zsis+1

(φ), φ ∈ V0,s+1,1

et
V0,s+1,2 = {φ ∈ V0,s+1,1; is+1(φ) = is+1}

= {φ ∈ V0,s+1,1; 〈φ, [X ′s+1(φ), Y ′s+1(φ)]〉 6= 0}
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et donc V0,s+1,2 est aussi un ouvert de Zariski dans V . Soit

gs+1,1(φ) = {W ∈ gs(φ); 〈φ, [W,Ys+1(φ)]〉 = 0}, φ ∈ V0,s+1,2.

Nous obtenons ainsi un idéal de codimension 1 dans gs(φ). Soit φs+1 =
φ|gs+1,1(φ).

Pour déterminer nos autres objets à l’ordre s+ 1 nous devons distinguer
deux nouveaux cas.

Cas 2: Ce cas arrive lorsque hs(φ) ⊂ gs+1,1(φ) pour tout φ ∈ V0,s+1,2 . Alors
nous posons

hs+1(φ) = hs(φ), gs+1(φ) = gs+1
1 (φ).

Ici aussi, nous vérifions que (gs+1(φ))⊥ ⊂ ad∗(gs+1(φ)) · φ comme Ys+1(φ) ∈
gs+1(φ). Nous pouvons aussi poser

Ds+1(φ) = Ds(φ),Ys+1(φ) = Ys(φ),Us+1(φ) = Us(φ).

Nous changeons maintenant Cs(φ) en remplaçant le vecteur Zsi (φ) par

Zsi (φ)− 〈φ, [Zsi (φ), Ys+1(φ)]〉
〈φ, [Xs+1(φ), Ys+1(φ)]〉Xs+1(φ), i = 1, · · · , is+1 − 1, φ ∈ V0,s+1,2.

Nous pouvons donc supposer que Zsi (φ) ∈ gs+1,1(φ) pour tout i < is+1 . Nous
obtenons alors pour tout φ ∈ V0,s+1,2 une nouvelle famille de fonctions Rs(φ)
d’après le procédé 2.6.

Nous remplaçons la base Cs(φ) par la base

1C
s(φ) = {Xs+1(φ), Zs1(φ), · · · , Zsis−1(φ), Zsis+1, · · · , Zsns(φ)}

= {1Zs1(φ), · · · , 1Z
s
ns
}.

Soit {Bsj (φ), j = 1, . . . , rs} la base de Malcev de gs(φ) relative à hs(φ) associée
à Cs(φ) et α est tel que Bsα(φ) = Xs+1(φ).

Lemme 3.1.1. Pour tout φ ∈ V0,s+1,2 et s , l’ensemble indice Is est remplacé
par

1I
s = IH

s(φ),1C
s(φ) = {i ∈ Is, i < α} ∪ {i;α ≤ i < r, i+ 1 ∈ Is} ∪ {r}.

Démonstration. Soit φ ∈ V0,s+1,2 . Rappelons que i est dans Is si et
seulement s’il existe U = U(φ) ∈ gsi (φ) = vect {Bsi (φ), · · · , Bs1(φ), hs(φ)} , tel
que

〈U · φ,Bsi (φ)〉 = 1; 〈U · φ,Bsj (φ)〉 = 0, j = i− 1, · · · , 1; 〈U · φ, hs(φ)〉 = (0)

et que i 6∈ Is , si et seulement s’il existe U ∈ gsi (φ) \ gsi+1(φ), tel que U soit un
élément du stabilisateur de φi = φ|gs

i
(φ) . Ainsi nous voyons que pour i < α , il

est évident que i ∈ Is si et seulement si i ∈ 1I
s .
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Supposons maintenant que i ≥ α et que i ∈ 1I
s , alors il existe un U ∈

1g
s
i (φ) qui est l’espace vect{Bs

i+1(φ), · · · , Bsα+1(φ), Bsα−1(φ), · · · , Bs1(φ), hs(φ)} ,
tel que

〈U ·φ,Bsi+1(φ)〉 = 1; 〈U ·φ,Bsj (φ)〉 = 0, j = i, · · · , 1, j 6= α; 〈U ·φ, hs(φ)〉 = (0).

Donc pour t = 〈U · φ,Xs+1(φ)〉 , l’élément

V = U − t

〈φ, [Ys+1(φ), Xs+1(φ)]〉Ys+1(φ) ∈ 1g
s
i (φ)

vérifie

〈V · φ,Bsi+1(φ)〉 = 1; 〈U · φ,Bsj (φ)〉 = 0, j = i, · · · , 1; 〈U · φ, hs(φ)〉 = (0).

et donc i+ 1 ∈ Is .

Si i+ 1 ∈ Is , alors il existe U ∈ gsi+1(φ) tel que

〈U ·φ,Bsi+1(φ)〉 = 1; 〈U ·φ,Bsj (φ)〉 = 0, j = i, · · · , 1, j 6= α; 〈U ·φ, hs(φ)〉 = (0).

En particulier 〈U · φ, Ys+1(φ)〉 = 0 et ainsi U ∈ gsi+1(φ) ∩ gs+1(φ) = 1g
s
i+1(φ) et

donc i ∈ 1I
s . Il est évident que r ∈ 1I

s et α ∈ Is . Ce qui achève la preuve.

Nous obtenons la base de Jordan-Hölder

Cs+1(φ) = {Zs+1
1 (φ) = 1Z

s
2(φ), · · · , Zs+1

ns−1(φ) = 1Z
s
ns

(φ)}

de gs+1,1(φ). Posons ks+1 = ks . La dimension rs+1 de

gs+1,1(φ)/hs+1(φ) = gs+1(φ)/hs+1(φ)

est égale à rs − 1 et pour φ ∈ V0,s+1,2 , T ′ ∈ Rks+1 , soit

Rs+1(φ)(T ′) = {Rs+1
1 (φ)(T ′), · · · , Rs+1

rs+1
(φ)(T ′)}

= {Rs1(φ)(T ′), · · · , Rsα−1(φ)(T ′), Rsα+1(φ)(T ′), · · · , Rsrs(φ)(T ′)}.

Nous voyons alors que la famille Rs+1(φ) vérifie les propriétés i1, i2 de 2.4.2
pour hs+1(φ) et Cs+1(φ). Nous pouvons prendre pour Xs+1(φ) l’ensemble

Xs+1(φ) = Xs(φ) ∪ {Xs+1(φ)}

et V0,s+1 = V0,s+1,2. Ceci termine le deuxième cas.

Cas 3: Dans ce cas, nous supposons qu’il existe au moins un φ0 ∈ V0,s+1,2 tel
que

hs(φ0) 6⊂ gs+1,1(φ0).

Soit
V′0,s+1,2 = {φ ∈ V0,s+1,2; 〈φ, [hs(φ), Ys+1(φ)]〉 6= 0},
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et pour φ ∈ V′0,s+1,2

is+1(φ) = max
i
{Zsi (φ) 6∈ gs+1,1(φ), Zsi (φ) ∈ h}, is+1 = max

φ∈V′
0,s+1,2

{is+1(φ)}

et
V0,s+1,3 = {φ ∈ V′0,s+1,2; 〈φ, [Z ′sis+1(φ), Y ′s+1(φ)]〉 6= 0}.

Alors V0,s+1,3 est un ouvert de Zariski non vide de V′0,s+1,2 .

Pour φ ∈ V0,s+1,3 , nous posons

hs+1(φ) = hs(φ) ∩ gs+1,1(φ) + RYs+1(φ), gs+1(φ) = gs(φ).

Il n’est pas difficile de voir que hs+1(φ) ⊂ gs+1,1(φ) pour tout φ et Ys+1(φ) 6∈
hs(φ) comme hs(φ) est subordonnée à φ . De même, (gs+1(φ))⊥ ⊂ ad∗(gs+1(φ))·
φ . La base de Malcev Ys+1(φ) de hs+1(φ) relative à hs+1(φ)∩h est donc donnée
par

Ys+1(φ) = Ys(φ) ∪ {Ys+1(φ)}.
Nous posons en outre rs+1 = rs, ks+1 = ks . Nous devons distinguer deux cas,
suivant que

is+1 = is+1 (cas a) ou que is+1 < is+1 (cas b).

Dans le cas a) Xs+1(φ) ∈ h , dans le cas b) Xs+1(φ) 6∈ h et Zsis+1(φ) = V sks+1(φ) ∈
hs(φ) pour un certain ks+1 .

Le cas a): Nous changeons d’abord dans ce cas Cs(φ) en remplaçant le vecteur
Zsi (φ) par

Zsi (φ)− 〈φ, [Zsi (φ), Ys+1(φ)]〉
〈φ, [Xs+1(φ), Ys+1(φ)]〉Xs+1(φ), i = 1, · · · , is+1 − 1, φ ∈ V0,s+1,3.

Nous pouvons donc supposer que Zsi (φ) ∈ gs+1,1(φ) pour tout i < is+1 . Nous
prenons comme avant {Bsj (φ), j = 1, . . . , rs} la base de Malcev de gs(φ) relative
à hs(φ) associée à Cs(φ) et {1Bsj (φ), j = 1, . . . , rs} la base de Malcev de gs(φ)

relative à hs+1(φ) associée à Cs(φ). Soit α ∈ {1, · · · , rs} , tel que Xs+1(φ) =

1B
s
α(φ) pour tout φ . Nous voyons facilement que Bs

1(φ) = Ys+1(φ), 1B
s
j (φ) =

Bsj+1(φ) pour j < α et 1B
s
j (φ) = Bsj (φ) pour j > α .

Lemme 3.1.2. Pour tout φ ∈ V0,s+1,3 et s , l’ensemble Is est changé en

IH
s+1(φ),Cs(φ) = Is+1 = {i; i+ 1 ∈ Is, 1 < i < α} ∪ {α} ∪ {i ∈ Is, i > α}.

et fournit les indices pour tout φ relative à gs(φ)/hs+1(φ) .

Démonstration. Soit φ ∈ V0,s+1,3 . Pour i < α , il est évident que i ∈ Is si
et seulement si i ∈ Is+1 .

Prenons maintenant i > α . Si nous prenons i ∈ Is+1 , alors il existe
U ∈ gsi (φ) qui est l’espace vect {Bs

i+1(φ), · · · , Bs2(φ), hs+1(φ)} , tel que

〈U · φ,Bsi+1(φ)〉 = 0; 〈U · φ,Bsj (φ)〉 = 0, j = i, · · · , 2; 〈U · φ, hs+1(φ)〉 = (0).
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Soit t = 〈φ, [Xs+1(φ), U ]〉 . Soit V = U + t
〈φ,[Ys+1(φ),Xs+1(φ)]〉Ys+1(φ) ∈ gsi+1(φ).

Alors

〈U · φ,Bsi+1(φ)〉 = 0; 〈U · φ,Bsj (φ)〉 = 0, j = i, · · · , 1; 〈U · φ, hs(φ)〉 = (0),

et i+ 1 ∈ Is . Si i+ 1 ∈ Is , alors il existe U ∈ gsi+1(φ) tel que

〈U · φ,Bsi+1(φ)〉 = 1; 〈U · φ,Bsj (φ)〉 = 0, j = i, · · · , 1; 〈U · φ, hs(φ)〉 = (0).

Alors en particulier U ∈ gs+1
i (φ) et

〈U · φ,Bsi+1(φ)〉 = 1; 〈U · φ,Bsj (φ)〉 = 0, j = i, · · · , 2; 〈U · φ, hs+1(φ)〉 = (0).

Donc i ∈ Is . Il est évident que 1 ∈ Is et α ∈ Is+1 . Ce qui achève la preuve.

Si nous posons

Rs+1(φ) = {Rs+1
1 (φ), · · · , Rs+1

rs+1
(φ)}

= {Rs2(φ), · · · , Rsα(φ), φ(Xs+1(φ)), Rsα+1(φ), · · · , Rrs(φ)},

alors la nouvelle famille Rs+1(φ), φ ∈ V0,s+1,3 , vérifie les conditions i1, i2 pour
Is+1 et Ls+1 = {1, . . . , rs+1}\Is+1 . Nous obtenons la base de de Jordan-Hölder

Cs+1(φ) = Cs(φ)

de gs(φ) et la base de Jordan-Hölder Ds+1(φ) de h ∩ gs+1,1(φ) de la façon
suivante:

Ds+1(φ) = {Zs+1
j (φ) ∈ Cs+1(φ) tels que Zs+1

j (φ) ∈ h} = Ds(φ) \ {Xs+1(φ)}.

Nous prenons

Xs+1(φ) = Xs(φ) ∪ {(〈φ, [Xs+1(φ), Ys+1(φ)]〉)−1Xs+1(φ)},
Us+1(φ) = Us(φ) ∪ {(〈φ, [Xs+1(φ), Ys+1(φ)]〉)−1Xs+1(φ)},

V0,s+1 = V0,s+1,3.

Le cas b): Nous allons démontrer que nous pouvons changer la base de Jordan-
Hölder Cs(φ) par une nouvelle base 1C

s(φ), telle que nous nous retrouvions dans
le cas a) précédent. Pour cela, posons d’abord Vs+1(φ) = Zsis+1(φ) ∈ h et nous
cherchons α ∈ {1, · · · , rs} tel que comme précédemment Xs+1(φ) = Bsα(φ), φ ∈
V0,s+1,3 . Nous remplaçons Zsi (φ) par

Zsi (φ)− 〈φ, [Zsi (φ), Ys+1(φ)]〉
〈φ, [Xs+1(φ), Ys+1(φ)]〉Xs+1(φ), i = is+1 + 1, · · · , is+1 − 1.

Déterminons aussi l’indice iα+1 ∈ {1, · · · , is+1− 1} tel que Bsα+1(φ) = Zsiα+1
(φ).

Nous allons distinguer différents cas:
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Le cas b-1: Nous supposons dans ce cas que iα+1 < is+1 . C’est à dire que
les Zsj (φ), iα+1 < j < is+1 sont contenus dans hs(φ). La base de Jordan-Hölder
définie par

1C
s(φ) = {Zs1(φ), · · · , Zsis+1−1(φ), X̃s+1(φ), Vs+1(φ), Zsis+1+1(φ), · · · , Zsns(φ)}

où X̃s+1(φ) = Xs+1(φ)− 〈φ, [Xs+1(φ), Ys+1(φ)]〉
〈φ, [Vs+1(φ), Ys+1(φ)]〉 Vs+1(φ) est bien une base de

Jordan-Hölder de g . Nous pouvons remplacer Cs(φ) par 1C
s(φ) et nous sommes

dans le cas a).

Le cas b-2: Nous supposons dans ce cas que iα+1 > is+1 . Etant donné que nous
pouvons permuter les vecteurs Zsj (φ) de hs(φ) et pour lesquels is+1 < j < is+1

avec Zis+1
(φ), nous pouvons supposer que iα+1 = is+1 − 1. Dans ce qui suit

nous allons voir que nous pouvons alors changer les vecteurs Zis+1
et Zis+1−1 .

Cela va entrainer des changements pour les Rsj(φ), j ∈ {α, α + 1} . Pour cela
nous allons traiter encore les 4 sous-cas de b-2 que nous notons b-2-1) – b-2-4).

Le cas b-2-1: Nous supposons dans ce cas que α ∈ Is et α+ 1 ∈ Is , alors

Rsα(φ)(T ) = Rsα(φ)(t1, · · · , tj) et Rsα+1(φ)(T ) = Rsα+1(φ)(t1, · · · , tj)

pour un certain j . Ainsi nous voyons que nous pouvons échanger Bs
α(φ) et

Bsα+1(φ). En outre, il n’est pas difficile de voir que α et α+ 1 sont aussi dans
Is .

Le cas b-2-2: Nous supposons dans ce cas que α ∈ Is et α+ 1 ∈ Ls , alors

Rsα(φ)(T ) = Rsα(φ)(t1, · · · , tj) et Rsα+1(φ)(T ) = tj+1,

pour un certain j . Ainsi nous voyons que nous pouvons échanger Bs
α(φ) et

Bsα+1(φ) ce qui nous donne α ∈ Ls et α+ 1 ∈ Is . Ainsi Rsα(φ) sera transformé
en Rs+1

α (φ) et Rs+1
α (φ) en Rsα(φ).

Le cas b-2-3: Supposons maintenant que α ∈ Ls et α + 1 ∈ Ls . Alors nous
pouvons échanger Zsis+1

(φ) avec Zsis+1−1(φ), ce qui va échanger Bs
α(φ) avec

Bsα+1(φ) et Rsα(φ) avec Rsα+1(φ) et reciproquement.

Le cas b-2-4: Supposons maintenant que α ∈ Ls et α+ 1 ∈ Is . Ecrivons

Rsα+1(φ)(T ) = csα+1,j(φ)tj + (Rsα+1)′(φ)(t1, · · · , tj−1), Rsα(φ)(T ) = tj

pour un certain j et une certaine fonction rationnelle csα+1,j(φ) en φ . Si
csα+1,j(φ) est identiquement nulle, nous pouvons échanger Xs+1(φ) avec Zsiα+1

(φ)
et nous continuons la procédure. Sinon, soit

V0,s+1,4 = {φ ∈ V0,s+1,3; numérateur de csα+1,j(φ) 6= 0}.

Nous remplaçons le vecteur Zsiα+1
(φ) par le vecteur Xs+1(φ) et le vecteur

Xs+1(φ) par le vecteur Zsiα+1
(φ) − csα+1,j(φ)Xs+1(φ), qui devient le nouveau

vecteur Xs+1(φ). Cependant, Rsα(φ) est changé en Rsα+1(φ) − csα+1,j(φ)Rsα(φ)
qui ne dépend plus de tj et Rsα+1(φ) en Rsα(φ). Alors le nouveau ensemble
indice Is contient α et α+ 1 ∈ Ls . Nous sommes ainsi dans la situation b.2.2.

Ceci termine l’étude de ces différents cas. Posons encore V0,s+1 =
V0,s+1,4. Nous avons terminé le passage de s à s+ 1.
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Definition 3.2. (Dans toute la suite, nous gardons les mêmes notations que
dans 1.4, 2.4 et 3.1.) Nous notons C(V0, L

2)2 l’ensemble des applications

ψ : V0 −→
⋃

φ∈V0

L2(G/B(φ), φ),

telles que les fonctions (φ, g) 7→ ψ(φ, g) = ψ(φ)(g) soient continues sur V0 ×G ,
telles que ψ(φ) ∈ L2(G/B(φ), φ) pour tout φ ∈ V0 et qui vérifient

‖ψ‖22 =

∫

VR,B
‖ψ(φ)‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ) < ∞.

Nous définissons

HτI =

∫ ⊕

VR,B
L2(G/B(φ), φ)dλR,B(φ)

comme étant le complété de C(V0, L
2)2 pour la norme ‖ ‖2.

Nous définissons de la même manière le sous-espace espace C∞c (V0, Cc)
de C(V0, L

2)2 de toutes les applications ψ telles que la fonction (φ, g) 7→ ψ(φ, g)
soit en plus C∞ sur V0 ×G , et la fonction définie sur V0 × Rl par

(φ, t1, . . . , tl) 7→ ψ(φ, exp(t1X1(φ)) · · · exp(tlXl(φ)) )

est C∞ à support compact, où X(φ) = {X1(φ), · · · , Xl(φ)} désigne la base de
Malcev décrite en 3.

Il est clair que C∞c (V0, Cc) est dense de HτI .

Théorème 3.3. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement
connexe d’algèbre de Lie g . Soit f ∈ g? et soit h une sous-algèbre de g
subordonnée à f , H = exp(h) étant le sous-groupe fermé connexe de G associé
à h . Soit τ la représentation monomiale induite de H à partir du caractère
unitaire χf . Soit B la base de Malcev de g relative à h construite en 2.3, et
VR,B ⊂ Γf le sous-espace affine décrit en 2.4 et dλR,B sa mesure. Soit V0

l’ouvert de Zariski de VR,B construit en 3.1 et φ −→ B(φ) le choix continu de
polarisations en φ ∈ V0 décrit encore dans 3.1 . Alors nous avons que

τ ' τI =

∫ ⊕

VR,B
πφ,B(φ)dλ

R,B(φ). (3.3.1)

L’opérateur U défini pour tout ξ ∈ S(G/H, f) par :

U(ξ)(φ) = TB(φ),Hξ

est un opérateur linéaire isométrique à valeurs dans HτI qui se prolonge sur
L2(G/H, f) en un opérateur d’entrelacement isométrique de (3.3.1) , lorsque les
mesures sur G/B(φ) et sur B(φ)/B(φ)∩H sont normalisées comme dans 3.1 .

Démonstration. Nous gardons toutes les notations introduites dans 3.1.
L’assertion (3.3.1) était l’objet du théorème 2.7. Il est clair que l’opérateur U
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du théorème entrelace formellement τ et l’intégrale τI . En outre, pour tout
ξ ∈ S(G/H, f), φ ∈ V0 et g ∈ G , la fonction

U(ξ)(φ)(g) = TB(φ),Hξ(g) =

=

∫

Rm
ξ(g ·exp(t1Y1(φ)) · · · exp(tmYm(φ)))e−i(t1φ(Y1(φ))+···+tmφ(Ym(φ)))dt1 · · ·dtm

est manifestement continue sur V0 × G . D’autre part, pour tout φ ∈ V0, ξ ∈
S(G/H, f), nous savons d’après 2.2, que U(ξ)(φ) ∈ S(G/B(φ), φ).

Si tous les éléments de Γf sont des caractères de g , alors VR,B = Γf ,
b(φ) = g pour tout φ , h contient [g, g] et donc est un idéal de g et Y = B . Ainsi
U est simplement une transformation de Fourier partielle et tout est évident dans
ce cas.

Nous raisonnons maintenant par récurrence sur dim (G) + dim (G/H)
et nous allons prouver que U est une isométrie sur S(G/H, f), ce qui va nous
conduire au fait que U est à valeurs dans C(V0, L

2)2 .

Nous pouvons supposer qu’il existe j1 dans {1, . . . , n} tel que Zj1 = Y
n’appartienne pas à a(φ) pour tout φ dans V0 et Zk appartient à a(φ) pour
tout k > j1 . Nous allons étudier les cas possibles suivants:

Cas 1: Il existe h > j1 , tel que Zi ∈ h pour tout i > h et T = Zh 6∈ h . Soit
h1 = h ⊕ RT . Alors d’après la construction de B , nous avons que T = B1 et
donc 1 ∈ LH . Ainsi nous avons que Γf =

⋃
t∈R Γft où ft = f + tT ? , et

Γft = ft + h1⊥ = {φ ∈ Γf |〈φ, T 〉 = 〈f, T 〉+ t}.

Soit B′ = {B2, · · · , Br} la base de Malcev de g relative à h1 et soit pour tout
i ∈ {2, . . . , r}

tRi(t2, . . . , tk) = Ri(t, t2, . . . , tk).

Nous constatons que VtR,B
′

est C−admissible pour presque tout t ∈ R , et vu
que R1(t, t2, . . . , tk) = t , nous avons que

VR,B =
⋃

t∈R
VtR,B

′
, (3.3.2)

et dλR,B =

∫

R
dλtR,B

′
dt . En outre, prouvons que V0 =

⋃
t∈R0

Vt
0, où R0 =

{t ∈ R,Vt
0 6= Ø} et Vt

0 est l’ouvert de Zariski de VtR,B
′

défini comme dans 3.1.
Pour cela, il suffit de vérifier que pour t ∈ R0

Vt
0 = V0 ∩VtR,B

′
.

En effet, rappelons que V0 = {φ ∈ VR,B : Q(φ) 6= 0} pour un certain polynôme
Q déterminé dans la récurrence ci-dessus. Suivant le raisonnement de récurrence
que nous avons fait en (3.1), nous pouvons voir que

Vt
0 = {φt ∈ VtR,B

′
: Q(φt) 6= 0}



Baklouti-Ludwig 179

avec le même polynôme Q tenant compte du fait que la passage dans cette
récurrence de s = 0 à s = 1, le nouveau polynôme qui apparait dans la
description de V0,1 est la constante 1. Ainsi pour avoir le résultat, remarquons
que l’ensemble

{t ∈ R : Vt
0 = Ø} =

{
t ∈ R, T ′ 7→ Q(tB∗1 +

r∑

j=2

Rj(t, T
′)B∗j ) = 0 pour tout T ′

}

est fini et donc négligeable dans R . Ainsi, pour presque tout t ∈ R, Vt
0 6= Ø.

Nous allons vérifier maintenant que pour φ ∈ V0 , toutes nos construc-
tions: les polarisations b(φ), les bases X,U faites à partir de h ou de h1 sont
identiques. En effet, rappelons que l’état (s = 0) est défini par les donnés
(g, h, φ), pour la construction de b(φ) et des bases X,U nous avons passé à
l’état (s = 1) qui est défini par les donnés (g, h1, φ). Nous passons ensuite aux
états suivants jusqu’à l’état final (s = s0). Il est clair maintenant qu’en partant
de (s = 0) ou de (s = 1), le résultat final sera évidemment le même. En outre,
Nous avons que D′ = D ∪ {T}, où D′ est la base de Jordan-Hölder de h1 qui
est incluse dans C . Quant à Y′ qui est la base de Malcev de b(φ) relative à
h1 ∩ b(φ), on l’obtient de la manière suivante: le vecteur T est dans Y et nous
avons que Y′ = Y \ {T}.

Nous appliquons l’hypothèse de récurrence à tous les couples (h1, ft); t ∈
R0 . Remarquons encore pour φ = φt ∈ Vt

0, t ∈ R0 que

U(ξ)(φ) = TB(φ),Hξ = TB(φt),H1ξt = Ut(ξ
t)(φt), (3.3.3)

où

ξt(u) =

∫

R
ξ(u exp(λT ))e−itλdλ. (3.3.4)

L’hypothèse de récurrence nous dit que pour tout t ∈ R0 , nous avons que

Ut : S(G/H1, ft) −→
∫ ⊕

VtR,B
′
L2(G/B(φt), φt)dλt

R,B′(φt) (3.3.5)

est une isométrie. Or pour ξ ∈ S(G/H, f), ξt définit un élément de S(G/H1, ft).
Il en résulte d’après le théorème de Plancherel que

‖ξ‖2L2(G/H,f) =

∫

R
‖ξt‖2L2(G/H1,ft)

dt ( l’hypothèse de récurrence)

=

∫

R
‖Ut(ξt)‖22dt

=

∫

R

∫

V tR,B
′
‖TB(φt),H1ξ‖2L2(G/B(φt),φt)

dλtR,B
′
(φt)dt

=

∫

VR,B
‖TB(φ),Hξ‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ).

Nous pouvons donc supposer maintenant que Zj1+1, . . . , Zn ∈ h . Nous ap-
pliquons les constructions faites dans 3.1.s + 1 avec s = 0 pour les cas 2 et
3. Pour φ ∈ Γf , nous posons

g1
1(φ) = {T ∈ g tel que 〈φ, [Y, T ]〉 = 0}.
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Alors g1
1(φ) est un idéal de codimension 1 dans g , et il est égale à g1

1(ψ) pour
tout ψ ∈ Γf . Nous le notons dans toute la suite g1 . Notons en plus que si
Y = Y1 ∈ h alors h ⊂ g1 . Nous devons donc distinguer les deux cas de cette
construction.

Cas 2: h ⊂ g1 et Zj1+1, . . . , Zn ∈ h .

Remarquons que nous pouvons supposer d’après 3.1 qu’il existe i1 ∈ {1, . . . , r} ,
tel que X = X1 = Zi1 6∈ g1 . Nous changeons maintenant d’après 3.1, C en
remplaçant le vecteur Zi par

Zi −
〈φ, [Zi, Y ]〉
〈φ, [X,Y ]〉X, i = 1, · · · , i1 − 1, φ ∈ V0.

Ceci change les objets B et R , mais ces objets gardent leurs propriétés de
rationalité d’après 2.6 et nous pouvons donc supposer que Zi ∈ g1 pour tout
i 6= i1 . Nous remplaçons la base C par la base

1C = {X,Z1, · · · , Zi1−1, Zi1+1, · · · , Zn} = {1Z1, · · · , 1Zn}.

Nous obtenons la base de Jordan-Hölder

C1 = {Z1
1 = 1Z2, · · · , Z1

n−1 = 1Zn}

de g1 .

Soit α ∈ {1, · · · , r} tel que X = Bα . La base de Jordan-Hölder 1C nous
définit suivant notre procédé d’extraction la nouvelle base de Malcev

1B = {1B1 = B1, . . . ,1Bα−1 = Bα−1,1Bα = Bα+1, . . .1Br−1 = Br,1Br = X}

de g relative à h . Alors la base de Malcev B1 de g1 relative à h associée à C1

est donnée par B1 = {1B1, . . . ,1Br−1}. Nous avons montré dans la récurrence
générale (lemme 3.1.1) que

1I = IH,1C = {i ∈ IH,C, i < α} ∪ {i;α ≤ i < r, i+ 1 ∈ IH,C} ∪ {r}.

De même, nous avons posé 1R = {1R1, . . . ,1Rr} où 1Rj = Rj pour j < α ,

1Rj = Rj+1 pour r > j ≥ α et 1Rr = Rα . Alors V1R,1B est 1C− admissible,
d’après la description de 1I , et en plus VR,B = V1R,1B et les mesures dλR,B et
dλ1R,1B coincident. Soit R1 = {1R1, . . . ,1Rr−1} , l’espace VR1,B1 ⊂ (g1)? , est
C1−admissible et plus précisément il est la restriction de VR,B à g1 . En plus,
la mesure dG,H sur G/H , définie à partir de la base de Malcev B est égale à
la mesure définie à partir de la mesure venant de la base de Malcev {X} ∪B1 .
Tout élément g de G s’écrit de manière unique sous la forme g = exp(tX) · g ′ ,
avec t ∈ R , et g′ ∈ G1 = exp(g1). Pour une fonction ξ sur G , nous notons ξt la
fonction sur g1 définie par ξt(g

′) = ξ(exp(tX)g′) pour tout g′ ∈ g1 . Il est clair
que pour presque tout t ∈ R la fonction ξt ∈ L2(G1/H, f1), f1 = f|g1 lorsque

ξ ∈ L2(G/H, f).

En se reférant à la construction dans (3.1) nous remarquons que

B(φ) = B(φ1) ⊂ g1
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où φ1 = φ|g1 . Posons U1 = TB(φ1),H , il est clair que

U(ξ)(φ)(exp(tX) · g′) = U1(ξt)(φ1)(g′). (3.3.6)

Nous avons pour tout η ∈ S(G1/H, f1) via l’hypothèse de récurrence

‖η‖2L2(G1/H,f1) =

∫

VR
1,B1
‖TB(φ1),Hη‖2L2(G1/B(φ1),φ1)dλ

R1,B1

(φ1).

Donc pour tout ξ ∈ S(G/H, f), nous obtenons que

‖U(ξ)‖22 =

∫

VR,B
‖U(ξ)(φ)‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ)

=

∫

VR,B
‖TB(φ),H(ξ)‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ)

=

∫

R

∫

VR
1,B1
‖TB(φ1),Hξt‖2L2(G1/B(φ1),φ1)dλ

R1,B1

(φ1)dt

(nous appliquons l’hypothèse de récurrence sur G1)

=

∫

R
‖ξt‖2L2(G1/H,f1)dt = ‖ξ‖2L2(G/H,f).

Cas 3: h 6⊂ g1 . Dans ce cas Y 6∈ h et ainsi 1 ∈ I = IH,C . Posons
h1 = h ∩ g1 ⊕ RY et H1 = exp(h1). Nous allons reprendre les deux cas étudiés
a) et b) en 3.1.

Le cas a: Nous changeons d’abord dans ce cas C en remplaçant le vecteur Zi
par

Zi −
〈φ, [Zi, Y ]〉
〈φ, [X,Y ]〉X, i = 1, · · · , i1 − 1, φ ∈ V0.

Ceci change B et R , mais ces objets gardent leurs propriétés d’après 2.6 et
nous pouvons donc supposer que Zi ∈ g1 pour tout i 6= i1 . En même temps
nous obtenons une base de Malcev B1 de g relative à h1 à partir de C par
notre procédé d’extraction. Nous voyons facilement que B1 = Y ∈ B , que le
premier vecteur de B1 est l’élément B2 , que X = B1

α pour un certain α et que
B1
j = Bj+1 pour tout j < α , B1

j = Bj pour j > α . Nous avons montré dans
(lemme 3.1.2) que

I1 = IH
1,C = {i : i− 1 ∈ I = IH,C, 1 < i < α} ∪ {α} ∪ {i ∈ IH,C, i〉α}.

De la même manière, nous avons posé dans le même paragraphe

R1 = {R1
1, · · · , R1

r} = {R2, . . . , Rα, f(X), Rα+1, . . .}.

Comme Y 6∈ h , nous pouvons supposer que notre f vérifie f(Y ) = R1(0) et alors
VR,B est aussi un sous-espace affine de Γ1

f = f + (h1)⊥ . Alors nous voyons que

VR1,B1

est C−admissible et que VR,B = VR1,B1

. En outre dλR,B = dλR
1,B1

.
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Le cas b: Dans ce cas nous posons V = Zi1 ∈ h et nous remplaçons Zi par

Zi −
〈φ, [Zi, Y ]〉
〈φ, [X,Y ]〉X, i = i1 + 1, · · · , i1 − 1.

Nous voyons que la famille R = {R1, · · · , Rr} a toujours la propriétés 2.6.2. Nous
avons montrer que nous pouvons échanger la base C par une nouvelle base de
Jordan-Hölder 1C de g , qui nous place dans le cas a) et qui nous donnera une
base de Malcev 1B de g relative à h et une famille de fonctions 1R telle que

VR,B = V1R,1B.

Nous savons que les induites IndGHχf et IndGH′χf sont équivalentes.
L’opérateur TH1,H qui entrelace ces deux induites est défini pour tout ξ ∈
S(G/H, f) et g ∈ G par

TH1,Hξ(g) =

∫

H1/H1∩H
ξ(gh)dH1,H1∩H(h) =

∫

R
ξ(g exp(tY ))dt.

Cet opérateur est une isométrie, car nous vérifions que la mesure sur G/H
déterminée par la base B est la même que celle déterminée par la base B1 =
{Y,1B2, · · · ,1Br} et que la mesure sur G/H1 par la base 1B

1 = {1B2, · · · ,1Br}∪
{X} et TH1,H n’est ainsi qu’une transformation de Fourier partielle dans la
direction de X , comme 〈f, [X,Y ]〉 = 1.

Soit U1 = TB(φ),H1 , nous vérifions facilement que pour tout φ ∈ V0 et
tout ξ ∈ S(G/H, f) que

U1(TH1,Hξ) = U(ξ) (3.3.7)

et ceci découle d’un calcul intégral direct. Nous obtenons donc que

‖U(ξ)‖22 =

∫

VR,B
‖U(ξ)(φ)‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ)

=

∫

VR,B
‖TB(φ),Hξ‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ)

=

∫

V1R,1B

‖TB(φ1),H1 ◦ TH1,Hξ‖2L2(G/B(φ1),φ1)dλ
1R,1B(φ1)

(nous appliquons le cas 2)

= ‖TH1,Hξ‖2L2(G/H1,f) = ‖ξ‖2L2(G/H,f).

Nous avons prouvé donc que U est une isométrie sur S(G/H, f) tout
entier. Puisque cet espace forme une partie dense de L2(G/H, f), il existe une
extension unique Ū de U (qu’on note encore U ) en une isométrie sur ce dernier
espace. La relation de covariance voulue sera évidemment requise sur l’espace
tout entier. Ce qui achève la preuve du théorème.

Nous verrons plus tard (exemple 4.4) que nous ne pouvons pas pren-
dre n’importe quel choix rationnel de polarisations pour obtenir un opérateur
d’entrelacement.
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L’étape suivante consiste à démontrer que l’opérateur U est inversible.
Pour φ ∈ V0 , nous définissons l’opérateur TH,B(φ) sur C∞c (V0, Cc) par

TH,B(φ)K(g) =

∫

H/B(φ)∩H
K(φ)(gb)χφ(b)dH,H∩B(φ)(b),

g ∈ G, K ∈ C∞c (V0, Cc), où φ −→ B(φ) désigne le choix rationnel de polari-
sations en φ ∈ V0 décrit en 3.1, et dH,B(φ)∩H est la mesure sur H/B(φ) ∩ H
décrite encore en 3.1.

Théorème 3.4. Nous gardons les mêmes hypothèses et les notations que dans
le théorème 3.3 . Alors l’opérateur d’entrelacement U décrit dans ce théorème
est inversible. Son inverse V = U−1 est donné pour tout K ∈ C∞c (V0, Cc) et
g ∈ G par:

V (K)(g) =

∫

VR,B
TH,B(φ)K(φ)(g)dλR,B(φ).

Démonstration. Il est clair que V ◦ τI = τI ◦ V et que V (K) possède
la covariance (1.2.1) pour G, H et f . Nous allons prouver que pour K ∈
C∞c (V0, Cc), V (K) est un élément de L2(G/H, f). Nous démontrerons en fait
que V est une isométrie sur C∞c (V0, Cc).

Nous raisonnons comme avant par récurrence sur dim(g) + dim(g/h),
nous gardons toutes les notations du Théorème 3.3 et nous reprenons les trois
cas discutés dans ce théorème. Montrons que

‖V (K)‖2L2(G/H,f) =

∫

VR,B
‖K(φ)‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ).

Cas 1:: Nous notons pour s ∈ R et K ∈ C∞c (V0, Cc), Ks = K|Vs0 = K|Vs0 . Il
est clair que Ks ∈ C∞c (Vs

0, Cc). Soit pour g ∈ G

Vs(Ks)(g) =

∫

VRs,B
′
TH′,B(φs)Ks(φs)(g)dλRs,B

′
(φs) (3.4.1).

L’existence de l’intégrale (3.4.1) est évidente à cause des conditions sur Ks . Nous
remarquons que l’application (s, g) 7→ Vs(Ks)(g) est C∞ à support compact en
s et C∞ en g et que pour tout g ∈ G ,

V (K)(g) =

∫

R
Vs(Ks)(g)ds.

Il en résulte que

a 7→ V (K)(g exp(aT )) =

∫

R
Vs(Ks)(g exp(aT ))ds =

∫

R
Vs(Ks)(g)eiasds

est une fonction de Schwartz en a . Ainsi d’aprés le théorème d’inversion de
Fourier, nous avons pour tout t ∈ R que

∫

R
V (K)(g exp(aT ))e−iatda =

∫

R2

Vs(Ks)(g)e−iateiasdsda

=

∫

R2

Vs(Ks)(g)eiate−iasdsda = Vt(Kt)(g) = V (K)t(g). (3.4.2)



184 Baklouti-Ludwig

Ainsi

‖V (K)‖2L2(G/H,f)

=

∫

R

∫

G/H′
|V (K)(g0 · exp(sT ))|2dG,H′(g0)ds

=

∫

R

∫

G/H′
|
∫

VR,B
TH,B(φ)K(φ)(g0 · exp(sT ))dλR,B(φ)|2dG,H′(g0)ds

=

∫

R

∫

G/H′
|
∫

R

∫

VRt,B
′
TH′,B(φt)Kt(φt)(g0)eitsdλRt,B

′
(φt)dt|2dG,H′(g0)ds

=

∫

R

∫

G/H′
|
∫

R
Vt(Kt)(g0)e−itsdt|2dG,H′(g0)ds

(nous utilisons la formule de Plancherel)

=

∫

R
‖Vs(Ks)‖2L2(G/H′,fs)ds

(nous appliquons l’hypothèse de récurrence)

=

∫

R

∫

VRs,B
′
‖Ks(φs)‖2L2(G/B(φs),φs)

dλRs,B
′
(φs)ds

=

∫

VR,B
‖K(φ)‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ) = ‖K‖22.

Cas 2: Pour K ∈ C∞c (V0, Cc) et t ∈ R , nous notons

Kt(φ1)(g1) = K(φ1)(exp(tX) · g1), φ1 ∈ V1 = V0|g1 , g1 ∈ G1.

Nous avons que Kt ∈ C∞c (V1, Cc) et

V (K)(g) = V (K)t(g1) =

∫

VR
1,B1

TH,B(φ1)Kt(φ1)(g1)dλR
1,B1

(φ1) = V1(Kt)(g1).

D’autre part

‖V (K)‖2L2(G/H,f) =

∫

R
‖V (K)t‖2L2(G1/H,f1)dt =

∫

R
‖V1(Kt)‖2L2(G1/H,f1)dt

(nous appliquons l’hypothèse de récurrence)

=

∫

R

∫

VR
1,B1
‖Kt(φ1)‖2L2(G1/B(φ1),φ1)dλ

R1,B1

(φ1)dt

=

∫

VR,B
‖K(φ)‖2L2(G/B(φ),φ)dλ

R,B(φ).

Cas 3: D’aprés la formule (3.3.7), nous avons que

TH,H1 ◦ TH1,B(φ) = TH,B(φ), φ ∈ V0,

d’où V = TH,H1 ◦V 1 , où V 1 désigne l’opérateur correspondant au G, H1 et f .
Donc nous voyons tout de suite que V est isométrique.



Baklouti-Ludwig 185

Puisque V est une isométrie sur une partie dense de HτI , alors il existe
une extention unique V̄ de V (que nous notons toujours V ) sur l’espace tout
entier en une isométrie. La relation de covariance voulue sera assurée sur l’espace
tout entier. Ce qui achève la preuve.

En réalité, nous avons prouvé finalement que V est un opérateur d’entre-
lacement isométrique, nous allons prouver maintenant que U ◦ V = Id , ce
qui va impliquer que l’opérateur U est surjectif donc inversible et que son
inverse est V . Nous allons prouver cette égalité sur C∞c (V0, Cc) et le résultat
s’en déduit sur l’espace tout entier. Nous raisonnons encore par récurrence sur
dim(g/h) + dim(g).

Cas 1: Soit ξ ∈ S(G/H, f), et comme dans (3.3.4) pour tout t ∈ R ,

ξt(u) =

∫

R
ξ(u exp(λT ))e−itλdλ.

Alors il est clair que
∫

R
ξt(u)dt = ξ(u) et que

∫

R
‖ξt‖2L2(G/H′,ft)dt = ‖ξ‖2L2(G/H,f).

Par extension, nous pouvons déduire que

L2(G/H, f) '
∫ ⊕

R
L2(G/H ′, ft)dt.

Soit Ψ le champs d’opérateurs défini sur L2(G/H, f) par Ψ(ξ)(s) = ξs ∈
L2(G/H ′, fs), s ∈ R. Notre opérateur U se décompose de même comme U =∫ ⊕

R
Utdt. Nous avons alors que

U = (

∫ ⊕

R
Utdt) ◦Ψ. (3.4.3)

Soit maintenant K ∈ C∞c (V0, Cc) et g ∈ G , nous avons pour φ = φt ∈ Vt
0 que

U ◦ V (K)(φt)(g) = Ut(V (K)t)(φt)(g) d’aprés (3.4.3)

(nous appliquons (3.4.2) )

= Ut(Vt(Kt))(φt)(g)

(nous appliquons l’hypothèse de récurrence)

= Kt(φt)(g) = K(φ)(g).

Cas 2: Il est clair que L2(G/H, f) ' L2(R, L2(G1/H, f1)) et que
∫

VR,B
L2(G/B(φ), φ)dλR,B(φ) =

∫

VR
1,B1

L2(R, L2(G1/B(φ1), φ1))dλR
1,B1

(φ1).

Ainsi, U = Ũ1 ◦W , où W : L2(G/H, f) → L2(R, L2(G1/H, f1)) est le champs
d’opérateurs défini par

W (ξ)(t)(g1) = ξ(exp(tX) · g1) = ξt(g1), g1 ∈ G1
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et Ũ1(ξ)(t)(g1) = U1(ξt)(g1).

Soit φ ∈ V0 et g = exp(tX) · g1 ∈ G , nous avons que:

U ◦ V (K)(φ)(g) = U1 ◦ V (K)t(φ1)(g1) = U1 ◦ V1(Kt)(φ1)(g1)

(nous appliquons l’hypothèse de récurrence)

= Kt(φ1)(g1) = K(φ1)(exp(tX)g1) = K(φ)(g).

Cas 3: Nous savons que V = TH,H1 ◦V 1 . D’autre part, U1 = U ◦TH,H1 . Alors

U ◦ V = U1 ◦ TH1,H ◦ TH,H1 ◦ V 1 = Id,

selon le choix de nos normalisations. Ceci achève la démonstration du théorème
3.4.

4. Exemples

4.1. Nous prenons l’algèbre de Heisenberg g = vect(X,Y, Z) tels que [X,Y ] =
Z , nous désignons par G le groupe de Lie associé. Soit h = vect(X − Y ),
H = exp(h) et f = 0. Nous considérons τ = IndGH1H , prenons comme base de
Jordan-Hölder les vecteurs {X − Y, Y, Z} . Nous obtenons la suite de Malcev

h = vect(X − Y ) ⊂ g1 = vect(X − Y, Z) ⊂ g.

Il s’ensuit dans cet exemple que VR,B = V = RZ?, V0 = {λZ?, λ 6= 0} . Pour
tout φ ∈ V0, b(φ) = vect(Y, Z) est la polarisation rationnelle en φ . Soit U
l’opérateur d’entrelacement décrit dans le théorème 3.3.

Nous avons pour tout ξ ∈ S(R2) et g ∈ G

U(ξ)(λZ?)(g) =

∫

R2

ξ(g exp(tY ) exp(sZ))e−isλdsdt.

Montrons directement que cet opérateur est isométrique. En effet,

‖U(ξ)‖22 =

∫

V

‖U(ξ)(φ)‖2L2(G/B(φ),φ)dλ(φ)

=

∫

R2

|
∫

R2

ξ(exp(
a

λ
(X − Y )) exp(tY ) exp(sZ))e−isλdsdt|2dadλ.

Vu que exp( aλ (X − Y )) exp(tY ) = exp(tY ) exp( aλ (X − Y )) exp( aλ tZ),
nous obtenons

‖U(ξ)‖22 =

∫

R2

|
∫

R2

ξ(exp(tY ) exp((s+
ta

λ
)Z))e−isλdsdt|2dadλ

=

∫

R2

|
∫

R2

ξ(exp(tY ) exp(sZ))e−isλe−it(−a)dsdt|2dadλ

=

∫

R2

|ξ̂(exp(aY ) exp(λZ))|2dadλ

ξ̂ étant la transformée de Fourier de ξ

=

∫

R2

|ξ(exp(tY ) exp(sZ))|2dtds = ‖ξ‖2L2(G/H,f)
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d’aprés la formule de Plancherel. L’opérateur réciproque U−1 est donné pour
tout K ∈ C∞c (V0, Cc) et g ∈ G par

U−1(K)(g) =

∫

R

∫

R
K(λZ?)(g · exp(r

(X − Y )

λ
))drdλ.

4.2. Soit g l’algèbre engendrée par quatres générateurs X1, X2, X3, X4 tels que

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4.

Prenons comme base de Jordan-Hölder la base C = {X1, X2, X3, X4} . Nous
désignons par G le groupe de Lie associé. Soit b = vect(X2, X3, X4).

I. Soit h = vect(X4) et H = exp(h) et fa = aX?
4 une forme linéaire sur h avec

a 6= 0. Nous obtenons la base de Malcev relative à h comme dans 3.1

h = vect(X4) ⊂ g1 = vect(X3, X4) ⊂ g2 = vect(X2, X3, X4)

⊂ g3 = vect(X1, X2, X3, X4) = g.

Il est clair que presque toutes les G -orbites sont saturées par rapport à g⊥2 , alors
que presque toutes les H−orbites ne le sont pas, ainsi

V = VR,B = {φ ∈ fa + h⊥ : 〈φ,X1〉 = 0} = aX?
4 + vect(X?

3 , X
?
2 ) ' R2.

Pour φ ∈ V , la sous-algèbre b est la polarisation de Vergne en φ pour
la base C . Notre opérateur d’entrelacement est donné donc pour ξ ∈ S(R3, fa)
par

U(ξ)(aX?
4 + bX?

3 + cX?
2 )(g) =

∫

R2

ξ(g exp tX3 exp sX2)e−itbe−iscdtds, g ∈ G.

L’opérateur réciproque U−1 est donné pour tout K ∈ C∞c (V0, Cc) et g ∈ G par

U−1(K)(g) =

∫

R2

K(aX?
4 + tX?

3 + sX?
2 )(g)dtds.

II. Prenons maintenant h = vect(X3) et H = exp(h) et fv = vX?
3 , v 6= 0. Notre

base de Jordan-Hölder C nous donne la suite de Malcev relative à h

h = vect(X3) ⊂ g1 = vect(X3, X4) ⊂ g2 = vect(X3, X4, X2)

⊂ g3 = vect(X3, X4, X2, X1) = g.

Presque toutes les H−orbites en position générale sont saturées par rapport à
g⊥2 , il en est ainsi pour les G−orbites, donc

V = VR,B = (vX?
3 + h⊥) ∩ {φ; 〈φ,X1〉 = 0} = vX?

3 + vect(X?
4 , X

?
2 ) ' R2.

Soit φc,d = vX?
3 + cX?

4 + dX?
2 ∈ V , nous posons V0 = {φc,d, cd 6= 0}.
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La sous-algèbre b est la polarisation de Vergne en φc,d ∈ V0 pour la base
C . Notre opérateur d’entrelacement est donc donné pour tout ξ ∈ S(R3, vX?

3 )
par

U(ξ)(φc,d)(g) =

∫

R2

ξ(g exp tX4 exp sX2)e−itce−isddtds

pour tout g ∈ G . L’opérateur réciproque U−1 est donné pour tout K ∈
C∞c (V, Cc) et g ∈ G par

U−1(K)(g) =

∫

R2

K(φs,t)(g)dsdt.

III. Prenons maintenant h = vect(X2) et H = exp(h) et f = X?
2 . Nous

obtenons la suite de Malcev relative à h :

h = vect(X2) ⊂ g1 = vect(X2, X4) ⊂ g2 = vect(X2, X4, X3) ⊂ g3 = g.

Presque toutes les H−orbites en position générales sont saturées par rapport à
g⊥2 , c’est le cas encore pour les G−orbites, donc

V = VR,B = (f + h⊥) ∩ {φ; 〈φ,X1〉 = 0} = X?
2 + vect(X?

4 , X
?
3 ).

Soit φc,d = X?
2 +cX?

3 +dX?
4 ∈ V0 , la sous-algèbre b est la polarisation de Vergne

en φc,d pour la base C . Notre opérateur d’entrelacement est donc donné pour
tout ξ ∈ S(R3, f) par

U(ξ)(φc,d)(g) =

∫

R2

ξ(g exp tX3 exp sX4)e−itce−isddtds, g ∈ G.

L’opérateur réciproque U−1 est donné pour tout K ∈ C∞c (V0, Cc) et g ∈ G par

U−1(K)(g) =

∫

R2

K(X?
2 + sX?

3 + rX?
4 )(g)dsdr.

IV. Prenons maintenant h = vect(X1), f = 0. Alors nous obtenons la suite de
Malcev

g1 = vect(X1, X4) ⊂ g2 = vect(X1, X4, X3) ⊂ g3 = vect(X1, X4, X3, X2) = g

qui est relative à h . Ici V = VR,B = vect(X?
4 , X

?
2 ), et V0 = {cX?

4 + dX?
2 , cd 6=

0} . Encore la sou-algèbre g2 est la polarisation de Vergne en n’importe quel
élément de V0 pour la base C . Ainsi notre opérateur d’entrelacement est donné
pour tout ξ ∈ S(R3, 0) par

U(ξ)(cX?
4 + dX?

2 )(g) =

∫

R3

ξ(g exp(tX2) exp(sX3) exp(rX4))e−i(cr+td)drdsdt.

L’opérateur réciproque U−1 est donné pour tout K ∈ C∞c (V0, Cc) et g ∈ G par

V (K)(g) =

∫

R3

K(sX?
4 + tX?

2 )(g exp(rX1))drdsdt.
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4.3. Nouvelle désintégration (rationnelle) de L2(G) : Soit G un groupe
de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algèbre de Lie g , on sait que
IndG{e}1 est la représentation régulière gauche λG qui se réalise sur L2(G) par

λG(g)ξ(x) = ξ(g−1x)

pour tout g, x ∈ G et ξ ∈ L2(G). Ici donc f = 0 et Γf = g? . Soit donc une
suite de Jordan-Hölder de g

(0) = an+1 ⊂ an ⊂ . . . ⊂ a1 = g (4.3.1)

et soit C = {Z1, . . . , Zn} une base de Jordan-Hölder de g extraite de cette suite,
c.à.d Zj ∈ aj \ aj+1 . Nous posons Aj = exp(aj), j = 1, . . . , n . Dans ce cas et
suivant la définition 2.4 nous avons que

I{e} =
{
j ∈ {1, . . . , n} : Presque toutes les Aj−1−orbites sont

saturées par rapport à(aj)⊥
}

Il en découle que notre espace de désintégration est décrit comme

V = {φ ∈ g? : 〈φ,Xj〉 = 0, j ∈ I{e}}.

Nous prenons la mesure de Lebesgue dλ sur V . Soit φ ∈ V , nous notons
φi = φ|ai , soit B(φ) = exp(b(φ)) la polarisation de Vergne en φ par rapport à
la suite de Jordan Hölder (4.3.1), en fait comme dans 1.4

b(φ) =

n∑

i=1

ai(φi).

En outre, nous savons d’aprés la condition de Pukanszky que Ad?(B(φ))φ =
φ + b(φ)⊥, il est clair donc que Ad?(B(φ))φ ∩ V = {φ}. Nous obtenons la
désintégration rationnelle de L2(G) suivante:

(
L2(G), µG

)
'
∫ ⊕

V

(
L2(G/B(φ), φ)

)
dλ(φ).

4.4- Un dernier exemple. Nous montrons ici que le choix des polarisations
B(φ) pour φ ∈ V0 est très important. En effet, soit g l’algèbre de Lie engendrée
par les vecteurs X,P, Y,Q, Z avec les crochets

[X,Y ] = Z, [P,Q] = Z.

Soit h = vect(Z, P − X), f = Z? et C = {X,P − X,Y,Q, Z} une base de
Jordan-Hölder de g . Donc B = {Q, Y,X} est la base de Malcev de g relative à
h . L’ensemble LH a un seul élément, qui est associé à Y . Prenons V = Z?+RY ?
et pour tout s ∈ R, φs = Z? + sY ? . La sous-algèbre b = vect(Z,X, P ) est une
polarisation pour tous les φs ∈ V , mais n’est pas une polarisation de Vergne en φs
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pour la base C . Soit B = exp(b), alors l’opérateur d’entrelacement infinitésimal
U est défini pour tout ξ ∈ S(G/H, f) = S(R3, Z?) et g ∈ G par

U(ξ)(φs)(g) = TB,Hξ(g) =

∫

B/B∩H
ξ(gb)χφs(b)dB,B∩H(b) =

∫

R
ξ(g exp(pP ))dp.

Nous remarquons alors que U ne dépend pas de s ∈ R , et donc U ne peut pas
être une isométrie.
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et Gérard Grélaud d’avoir révisé le manuscript et le Professeur R. Lipsman d’avoir
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de Metz, 1998.

[2] Brown, I., Dual Topology of a nilpotent Lie group, Ann. Sci Ecole Normale
Sup. 6 (1973), 407–411.

[3] Corwin, L., et F. P. Greenleaf, A canonical approach to multiplicity for-
mulas for induced and restricted representations of nilpotent Lie groups,
Comm. Pure and Applied Math. XLI (1988) 1051–1088.

[4] —, Spectral decomposition of invariant differential operators on certain
nilpotent homogeneous spaces, J. Funct. Anal. 108 (1992), 374–426.

[5] —, Commutativity of invariant differential operators on nilpotent homo-
geneous spaces with finite multiplicity, Comm. Pure and Applied Math.
45 (1992), 681–748.

[6] —, “Representations of Nilpotent Lie groups and Their Applications,”
Cambridge University Press, 1990.

[7] Corwin L., F. P. Greenleaf, et G. Grélaud, Direct integral decompositions
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