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Résumé. Nous étudions quels opérateurs non bornés dans la catégorie des
C∗ -modules sont réguliers au sens de Baaj et Woronowicz: nous donnons en par-
ticulier un critère géométrique pour déterminer cette propriété analytique. Nous
en déduisons des champs de représentations de groupes de Lie, en généralisant
la théorie de l’intégration des représentations de l’algèbre de Lie dans des C∗ -
modules. Ceci nous permet de déterminer une suite de composition pour la
C∗ -algèbre (maximale) des groupes de Lie semisimples complexes simplement
connexes et une équivalence de Morita des sous-quotients de celle-ci avec des
C∗ -algèbres commutatives de spectres liés aux caractères non unitaires du sous-
groupe de Cartan.
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Introduction

La première partie de ce travail est l’étude analytique de la régularité pour des
opérateurs densément définis d’adjoint densément défini dans des modules hilber-
tiens, encore appelés C∗ -modules.

Soit G un groupe localement compact muni d’une mesure de Haar notée dg,
et de fonction module ∆. Soit Cc (G) l’algèbre involutive des fonctions continues
sur G à support compact à valeurs complexes muni du produit de convolution,
considérée comme sous-algèbre involutive dense de la C∗ -algèbre C∗ (G) dite C∗ -
algèbre (on dit parfois maximale) de G (cf [5] p.270).

Rappelons (cf [10]) qu’étant donnée une C∗ -algèbre A, on appelle A-
module hilbertien (on dit parfois A-C∗ -module) la donnée d’un A-module à droite
E muni d’une application appelée produit scalaire 〈, 〉 : E×E → A telle que pour
tous ξ, η ∈ E, pour tous a, b ∈ A, on a 〈ξa, ηb〉 = a∗〈ξ, η〉b et 〈ξ, ξ〉 ∈ A+ et

telle que la semi-norme qui à ξ ∈ E associe (‖〈ξ, ξ〉‖)1/2 est une norme complète
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sur E. En particulier, considérons A comme A-module de Banach à droite et le
produit scalaire 〈, 〉 : A× A→ A défini par 〈a, b〉 = a∗b pour tous a, b ∈ A. Ceci
munit canoniquement A d’une structure de A-module hilbertien. Dans le cas où
A = C0 (X) , avec X espace localement compact, les A-modules hilbertiens sont
en correspondance avec les champs continus d’espaces de Hilbert sur X (cf [5]
p.187).

Soient E et F deux A-modules hilbertiens. Un opérateur T de E dans F
est dit régulier (cf [10] chapitre 9 et 10) s’il est fermé, densément défini ainsi que
son adjoint et si son graphe possède un supplémentaire orthogonal. On appelle
morphisme de E dans F tout opérateur régulier de E dans F partout défini.
Ce sont exactement les opérateurs réguliers continus. Contrairement au cadre
hilbertien, l’adjoint d’un opérateur continu de E dans F n’est pas nécessairement
partout ni même densément défini. On note L (E,F ) l’espace des morphismes
de E dans F et simplement L (E) l’espace des morphismes de E dans lui-même
muni de sa structure de C∗ -algèbre. Dans le cas du A-module hilbertien canonique
A, l’algèbre L (A) s’identifie canoniquement à l’algèbre des multiplicateurs de A
notée M (A) .

Soit B une C∗ -algèbre, soit G un B -module hilbertien. On dit que π :
A → L (G) est une représentation de A dans G, si π est un morphisme de C∗ -
algèbres de A dans L (G)). Les produits tensoriels E �G,F �G se (séparent et)
complètent (cf [10] chapitre 4) en des B -modules hilbertiens notés E⊗πG,F⊗πG.
A tout opérateur T fermé de E dans F densément défini et d’adjoint densément
défini, on peut associer (voir sous-section I.3.) un opérateur fermé densément défini
ainsi que son adjoint noté T ⊗π 1 ou π (T ) de E ⊗π G dans F ⊗π G. Quand T
est régulier, l’opérateur π (T ) est régulier et nous montrons (sous-section I.3.) que
T est régulier si et seulement si pour toute représentation irréductible de A dans
un espace de Hilbert, on a π (T ∗) = π (T )∗ . Ceci permet d’obtenir des résultats
globaux de régularité à partir de propriétés d’autoadjonction dans des espaces de
Hilbert.

Les multiplicateurs des sous-algèbres involutives denses de A définissent par
fermeture des opérateurs fermés densément définis ainsi que leurs adjoints dans le
C∗ -module A. Nous étudions en particulier pour un groupe de Lie G les opérateurs
associés aux éléments de U (g) , fermetures des multiplicateurs associés de la sous-
algèbre involutive dense C∞c (G) de C∗ (G) . En combinant les résultats de [16]
et le critère précédent de régularité, nous démontrons la régularité essentielle des
opérateurs elliptiques de l’algèbre enveloppante (sous-section I.3).

Soit K (A) l’idéal de Pedersen de A qui est le plus petit idéal bilatère
dense de A. Les multiplicateurs de K (A) font l’objet du travail [12]. Le critère
précédent fournit une démonstration très simple du fait que les multiplicateurs de
l’idéal de Pedersen définissent des multiplicateurs non bornés (résultat déjà obtenu
par S. Baaj, cf [1]), et nous caractérisons les multiplicateurs non bornés ainsi
obtenus (cf théorème 1.30). Nous décrivons ce que nous appellerons le centre des
multiplicateurs non bornés de A comme le centre de l’algèbre des multiplicateurs
de l’idéal de Pedersen (proposition 1.32), ce qui généralise un résultat de Bernat-
Dixmier-Segal ([2], [21]) dans le cas des opérateurs associés aux éléments du centre
de l’algèbre enveloppante, et enfin une généralisation du lemme de Schur (théorème
1.34) au cadre des C∗ -modules, en donnant une démonstration qui évite les notions
relatives aux algèbres de von Neumann.
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Dans la deuxième partie, nous définissons les représentations d’une algèbre
de Lie dans un module hilbertien, et nous étudions leur intégrabilité, en particulier
de celles des algèbres de Lie semisimples dont la restriction à l’algèbre de Lie d’un
sous-groupe compact maximal s’intégrent.

Rappelons que dans le cas d’un espace de Hilbert, une telle étude a été faite
dans [15] essentiellement grâce aux deux critères suivants :

- un opérateur symétrique fermé est autoadjoint si et seulement si il possède
un domaine dense de vecteurs analytiques.

- une représentation de l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie G simplement
connexe s’intègre si le Laplacien possède un domaine dense de vecteurs analytiques.

Nous développons l’analogue de la théorie de Nelson en donnant respec-
tivement les critères de régularité et d’intégrabilité dans le cadre des modules
hilbertiens.

Nous étudions également la notion de (g, K)−B−module hilbertien, où B
est une C∗ -algèbre, où g est une algèbre de Lie et où K est un groupe compact
agissant par automorphismes sur g.

Dans la troisième et dernière partie, nous déduisons des résultats de struc-
ture de la C∗ -algèbre maximale des groupes de Lie semisimples complexes simple-
ment connexes. La classification des représentations unitaires irréductibles d’un
groupe de Lie linéaire semisimple G simplement connexe de compact maximal K
se ramène à la classification des (g, K)-modules (cf [8] p.59) unitaires irréductibles,
problème de nature plus algébrique. Il y a deux points essentiels qui permettent
de démontrer cette correspondance classique. D’une part, on démontre qu’étant
donnée une représentation unitaire irréductible de G, tout K -type a une multi-
plicité finie et tout vecteur K -fini est vecteur analytique ce qui munit l’espace des
vecteurs K -finis d’une structure de (g, K)-module irréductible unitaire. Inverse-
ment, on démontre que tout (g, K)-module irréductible unitaire s’intègre en une
représentation unitaire fortement continue du groupe G, qui est irréductible.

Soit G un groupe de Lie semisimple complexe simplement connexe. Tout
(g, K)-module irréductible s’obtient comme sous-quotient canonique d’une série
principale associée à un caractère (non unitaire) d’un sous-groupe de Cartan H, et
les classes de (g, K)-modules irréductibles unitaires correspondent aux caractères
pour lesquels un certain “coefficient de matrice” (forme sesquilinéaire sur l’algèbre
enveloppante) est positif (voir [8]). En réalisant l’analogue de la construction
GNS au niveau de l’algèbre enveloppante, on obtient ce que nous appelons des
représentations de l’algèbre enveloppante ou de l’algèbre de Lie dans des modules
hilbertiens associés à des champs continus d’espaces de Hilbert dont nous montrons
qu’elles s’intègrent.

Ceci nous permet de démontrer des résultats sur la structure de C∗ (G) .
Rappelons que la C∗ -algèbre C∗ (G) est postliminaire (cf [5] définition 4.3.1)
et donc possède une suite de composition dont les sous-quotients sont des C∗ -
algèbres à trace continue (cf [5] théorème 4.5.5 p.94). En considérant la filtration
du dual unitaire de K donnée par la longueur du plus haut poids d’une part,
un résultat sur la décomposition en K -types des représentations irréductibles
de G qui résulte immédiatement de la description du dual unitaire de G qui
précède d’autre part, enfin d’un résultat non-trivial (cf [23], proposition 7.13)
concernant la géométrie des paramètres pour lesquels le sous-quotient canonique
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est unitaire, nous construisons une suite de composition de C∗ (G) n’ayant qu’un
point limite dont tous les sous-quotients sont équivalents au sens de Morita à des
C∗ -algèbres commutatives et nous réalisons les bimodules hilbertiens d’équivalence
de Morita grâce aux représentations dans les champs continus décrits ci-dessus.
Nous concluons par quelques résultats sur la structure globale de la C∗ -algèbre.

Enfin, nous traitons en annexe une étude de la transformée de Woronow-
icz des opérateurs pseudodifférentiels équivariants elliptiques d’ordre strictement
positif sur les groupöıdes C∞ (cf [14]).

Je remercie Saad Baaj, Michel Duflo et Georges Skandalis pour des discus-
sions productives et le rapporteur pour ses remarques concernant la rédaction.

1. Critères de régularité dans les C∗ -modules et multiplicateurs

Opérateurs réguliers dans les C∗ -modules et théorème de Stone.

Dans la majeure partie, cette section consiste en des rappels. Les démonstra-tions
que nous incluons concernent principalement les résultats qui n’ont pas encore été
publiés.

Définitions concernant les opérateurs

Soient E et F deux groupes abéliens. Un opérateur de E dans F (ou sur E si
E = F ) est un morphisme de groupes abéliens défini sur un sous-groupe abélien de
E appelé le domaine de T et noté dom (T ) et à valeurs dans F. On note G (T ) son
graphe i.e. le sous-groupe {(x, Tx) ∈ E ⊕ F, x ∈ dom (T )} et T : dom (T ) → F
ou T : E → F. Pour tout opérateur T de E dans F, on note T (x) ou simplement
Tx, pour tout x ∈ dom (T ) , son image par T. Soit S un opérateur de E dans
F. L’opérateur T + S est l’opérateur de E dans F défini sur dom (T ) ∩ dom (S)
par (T + S) (x) = T (x) + S (x) pour tout x ∈ dom (T ) ∩ dom (S) . Soient G un
groupe abélien et V un opérateur de F dans G. L’opérateur noté V T ou V.T
est l’opérateur de E dans G défini sur {x ∈ dom (T ) , T (x) ∈ dom (V )} par
(V T ) (x) = V (T (x)) , pour tout x ∈ dom (T ) , tel que T (x) ∈ dom (V ) . Soient
S et T deux opérateurs de E dans F. On dit que l’on a S ⊂ T si G (S) ⊂ G (T ) .
Soient E et F deux groupes abéliens topologiques. On munit E⊕F de la structure
de groupe abélien topologique produit. Soit T un opérateur de E dans F. On
dit que l’opérateur T est fermé si le graphe G (T ) est fermé dans E ⊕ F, qu’un

sous-groupe D de dom (T ) est essentiel si G (T ) = G
(
T|D

)
et que l’opérateur T

est densément défini si le sous-groupe dom (T ) est dense dans E.

Définition 1.1. Soit X un groupe abélien. On appelle groupe abélien à crochet
(à valeurs dans X) un groupe abélien E, muni d’un bimorphisme à valeurs dans
un groupe abélien X i.e. d’une application 〈, 〉 : E × E → X qui, en chaque
variable, est un morphisme de groupes abéliens. Pour tout T ⊂ E, on note
T⊥ = {z ∈ E, 〈z, y〉 = 0, y ∈ T}.
Soient E et F deux groupes abéliens à crochet à valeurs dans X et soit E ⊕ F
le groupe abélien muni de l’application naturelle somme 〈, 〉 : (E ⊕ F )2 → X
qui prolonge sur E2 et F 2 les précédentes et telle que E ⊂ F⊥ et F ⊂ E⊥.
On notera de façon générique U0 ∈ Mor (F ⊕ E,E ⊕ F ) l’opérateur défini par
U0 ((y, x)) = (−x, y) , pour tout (y, x) ∈ F ⊕ E.
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Soit T un opérateur de E dans F. Si on a dom (T )⊥ = 0, on note T ∗

l’opérateur défini par G (T ∗) = U−1
0

(
G (T )⊥

)
. Si on a E = F, on dit que

l’opérateur T est symétrique si T ⊂ T ∗. On dit que l’opérateur T est d’adjoint
densément défini si l’opérateur T ∗ est défini et densément défini. S’il existe
φ ∈ Aut (X) tel qu’on a 〈y, z〉 = φ (〈z, y〉) , pour tout (y, z) ∈ (E ⊕ F )2 , alors,
pour tout opérateur T de E dans F, d’adjoint densément défini, on a T ⊂ T ∗∗.

Si E et F sont de plus munis d’une structure d’espace vectoriel, on dira
qu’une application T d’un sous-ensemble de E vers F est un opérateur si et
seulement c’est un opérateur du groupe abélien sous-jacent E vers le groupe abélien
sous-jacent F et si son graphe est un sous-espace vectoriel.

Régularité des opérateurs dans les C∗ -modules

Soient A une C∗ -algèbre, soient E et F deux A-modules hilbertiens. Rappelons
la définition suivante ([1], [27]) :

Définition 1.2. On dit qu’un opérateur T : E → F est régulier s’il est fermé
densément défini ainsi que son adjoint et s’il vérifie l’une des assertions équivalentes
suivantes :

1. 1 + T ∗T est d’image dense.

2. 1 + T ∗T est surjectif.

3. G (T )⊕ U0 (G (T ∗)) = E ⊕ F.

Comme par définition, on a U0 (G (T ∗)) = G (T )⊥ , la troisième condition
signifie que le module G (T ) est un sous-module orthocomplémenté de E⊕F. Pour
la démonstration de l’équivalence des assertions précédentes, voir [10] chapitre
9. On notera Lnb (E,F ) l’ensemble des opérateurs réguliers de E dans F et
Mnb (A) = Lnb (A,A) .

Transformation de Woronowicz

Le théorème suivant est dû à S. Woronowicz [27] (voir aussi [17] et [10] Theorem
10.4).

Théorème 1.3. (1) Soit T un opérateur régulier de E dans F . Alors on

a (1 + T ∗T )−1 ∈ L (E) et dom (T ) = Im

((
(1 + T ∗T )

1
2

)−1
)
. Notons Q (T )

l’opérateur T
(
(1 + T ∗T )

1
2

)−1

. Alors on a Q (T ) ∈ L (E,F ) . De plus, on a

1−Q (T )∗Q (T ) = (1 + T ∗T )−1 et Q (T )∗ = Q (T ∗) .

(2) Soit Q (E,F ) l’ensemble des opérateurs Q ∈ L (E,F ) tels que ‖Q‖ ≤ 1,
et 1−Q∗Q est d’image dense dans E. L’application de Lnb (E,F ) dans Q (E,F )
qui à T ∈ Lnb (E,F ) associe Q (T ) ∈ Q (E,F ) est une bijection appelée transfor-
mation de Woronowicz.

Un opérateur fermé densément défini ainsi que son adjoint n’est pas nécessai-
rement régulier. Le contre-exemple suivant est dû à M. Hilsum.

Exemple : soient T1 et T2 deux opérateurs autoadjoints sur un espace de Hilbert
H , qui cöıncident sur l’intersection de leurs domaines qui est dense et soit T0
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l’opérateur symétrique densément défini dont le graphe est G (T1) ∩ G (T2) . Soit
E = H ⊗ C ([−1, 1]) le C ([−1, 1])-module hilbertien. Définissons la fonction
i : [−1, 1] → C par i (t) = 1, pour tout t ≤ 0, et i (t) = 2, pour tout t > 0. Soit T
l’opérateur densément défini de E dans E de domaine E = {ξ ∈ E, ∀t ≤ 0, ξ (t) ∈
dom (T1) , ∀t ≥ 0, ξ (t) ∈ dom (T2)} et défini par (Tξ) (t) = Ti(t) (ξ (t)) , pour tous
ξ ∈ E , t ∈ [−1, 1]. Evidemment, l’opérateur T est symétrique. Soit ξ ∈ dom (T ∗) .
Alors on a limt→0,t<0 (ξt, (T

∗ξ)t) = (ξ0, (T
∗ξ)0) , et comme l’opérateur T1 est

fermé, on a ξ0 ∈ dom (T1) et (T ∗ξ)0 = T1 (ξ0) . De même, on a ξ0 ∈ dom (T2)
et (T ∗ξ)0 = T2 (ξ0) . D’où T ∗ = T. Comme on a T0 ⊂ T ∗0 et T0 6= T ∗0 , il
existe (ξ0, η0) ∈ H ⊕ H \ (G (T0)⊕ U0 (G (T0))) . Soit (ξ, η) ∈ E ⊕ E tel que
(ξ, η)0 = (ξ0, η0) . Alors on a (ξ, η) /∈ G (T ) ⊕ U0 (G (T )) = G (T ) ⊕ U0 (G (T ∗)) .
Ainsi, l’opérateur T est autoadjoint densément défini mais n’est pas régulier.

Définition 1.4. Soient A une C∗ -algèbre, soit E un A-module hilbertien. Un
opérateur régulier sur E est dit normal si on a T ∗T = TT ∗.

Remarque : ceci équivaut au fait que l’opérateur Q (T ) est normal.

Multiplicateurs et théorème de Stone dans les C∗ -modules

Le corps k est celui des nombres complexes. Soit A une algèbre (sur k ). On note
Z (A) son centre.

Définition 1.5. Soit A une algèbre. On appelle multiplicateur de A toute
paire d’applications linéaires (γ, δ) de A dans A telle que pour tous a, b ∈ A , on
a : aγ (b) = δ (a) b.

On notera M (A) l’ensemble des multiplicateurs de A que l’on considèrera
comme muni de la structure d’algèbre pour l’addition des applications linéaires et
pour la multiplication suivante : (γ1, δ1) (γ2, δ2) = (γ1 ◦ γ2, δ2 ◦ δ1) .

L’application qui à a ∈ A associe (γa, δa) ∈M (A) définie par : γa (b) = ab,
δa (b) = ba, b ∈ A est un morphisme d’algèbre. On conviendra qu’une algèbre A
est non dégénérée si pour tout a ∈ A \ {0} , on a γa 6= 0 et δa 6= 0.

Par la suite, toute algèbre sera supposée non dégénérée et sera considérée
comme plongée dans l’algèbre de ses multiplicateurs via le morphisme défini ci-
dessus.

Soit A une algèbre involutive d’involution antilinéaire ]. Soit L (A) l’espace
des applications linéaires de A dans A.

Définition 1.6. Soit T ∈ L (A) . Une application T ∗ ∈ L (A) sera dite ad-
jointe à T si on a b]T (a) = (T ∗ (b))] a, a, b ∈ A

Soit L∗ (A) l’ensemble des éléments de L (A) qui possèdent un adjoint.

Proposition 1.7. Soit A une algèbre involutive. Soit T ∈ L (A) .

(1) L’opérateur T admet au plus un adjoint; s’il en admet un, on note cet
adjoint T ]. L’opérateur T ] admet T comme adjoint.

(2) L’espace L∗ (A) est une sous-algèbre de L (A) . L’application qui à
T ∈ L∗ (A) associe T ] , la munit d’une structure d’algèbre involutive compatible
avec celle de A.

(3) L’application qui à T ∈ L∗ (A) , associe
(
T, ] ◦ T ] ◦ ]

)
identifie l’algèbre

L∗ (A) à l’algèbre involutive des multiplicateurs de A.
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Démonstration. (1) On considère φ : A × A → X où X = A et φ (a, b) =
a]b, a, b ∈ A. Alors l’opérateur S de L (A) est adjoint de T si et seulement si il
l’est au sens de la fin de la section I.1. avec E = F = A et l’assertion en résulte.

(2) On vérifie aisément que pour tous T1, T2 ∈ L∗ (A) , l’opérateur T ]
1 + T ]

2

est l’adjoint de T1 + T2 et que l’opérateur T ]
1T

]
2 est l’adjoint de T2T1.

(3) Soit T ∈ L∗ (A) . Alors pour tous a, b ∈ A, on a
(
] ◦ T ] ◦ ] (b)

)
a

=
(
T ]

(
b]

))]
a = b (Ta) . Donc on a

(
T,] ◦T ]◦]

)
∈ M (A) . Réciproquement, soit

(γ, δ) ∈ M (A) . Alors pour tous a, b ∈ A, on a b]γ (a) = δ
(
b]

)
a =

(
δ
(
b]

)]
)]

a.

Donc on a ] ◦ δ ◦ ] = γ].

En particulier, l’algèbre M (A) est ainsi munie d’une structure d’algèbre
involutive compatible avec celle de A. Dans le cas où on désigne par A une
C∗ -algèbre, on notera M (A) la C∗ -algèbre obtenue en munissant M (A) de la
norme d’opérateur (il résulte aisément du théorème de Banach-Steinhaus que tout
multiplicateur est continu et on vérifie trivialement la complétion de M (A)). Son
involution est notée ∗ comme celle de A.

Soit X un espace localement compact. On vérifie immédiatement que le
plongement de l’algèbre Cb (X) des fonctions continues complexes sur X bornées
dans l’algèbre M (C0 (X)) des multiplicateurs de l’algèbre C0 (X) des fonctions
continues complexes sur X tendant vers 0 à l’infini comme idéal dans l’algèbre
Cb (X) dans l’algèbre des fonctions continues bornées sur X induit une isomor-
phisme canonique entre Cb (X) et la C∗ -algèbre M (C0 (X)) .

Définition 1.8. On dira qu’une action d’une algèbre de Banach A sur un
espace de Banach E définit une structure de (A-)module de Banach sur E (ou
A-module banachique) s’il existe une constante C > 0 telle que ‖a.e‖ ≤ C‖a‖‖e‖,
pour tous a ∈ A, e ∈ E. Un module de Banach sur une algèbre de Banach A est
dit non dégénéré si l’espace vectoriel engendré par {a.e, a ∈ A, e ∈ E} est dense
dans E.

Lemme 1.9. Soit A une algèbre de Banach munie d’une unité approchée bor-
née. Soit E un A-module de Banach non dégénéré. Alors il existe sur E une
unique structure de M (A)-module de Banach compatible avec la structure de A-
module de Banach sur E.

Démonstration. Soit (ui)i∈I est une unité approchée bornée (cf [22], chapitre
15). Soit m ∈M (A) . Soient a ∈ A et e ∈ E. Alors on a limi∈I (mui) . (a.e) existe
dans E et vaut (m (limi∈I (uia)) .e) . Soit C ∈ R+∗ tel que ‖a.e‖ ≤ C‖a‖‖e‖, pour
tout a ∈ A, pour tout e ∈ E. Il s’ensuit que le filtre (mui)i∈I converge sur un
sous-espace vectoriel dense de E et que, comme cette famille d’opérateurs sur E
est uniformément bornée par C‖m‖, la limite forte sur E limi∈I mui existe et
est un opérateur de norme inférieure à C‖m‖. On vérifie immédiatement que cela
définit une structure comme dans l’énoncé.

Soit E un C0 (R)-module banachique. Pour s ∈ R, on note ψs ∈ Cb (R) la
fonction définie par ψs (t) = eist, pour tout t ∈ R.
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Lemme 1.10. (1) Pour tout x ∈ E, l’application de R dans E qui à s ∈ R
associe ψs.x est continue de R à valeurs dans E.

(2) Soit f une fonction dans l’espace de Schwarz S (R) et soit f̂ sa trans-
formée de Fourier qui est intégrable et telle que f = 1

2π

∫
R f̂ (s)ψs. Pour tout

x ∈ E, on a f.x = limn→+∞
1
2π

∫
[−n,n]

f̂ (s)ψs.xds.

(3) Soit F un sous-espace de Banach de E. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le sous-espace F est un sous-C0 (R)-module Banachique.

(ii) Pour tout s ∈ R, on a ψsF ⊂ F.

Démonstration. (1) Comme ‖ψs (x) ‖ = ‖x‖, pour tous s ∈ R, x ∈ E, on
se ramène comme précédemment au cas où x = a.e, avec a ∈ C0 (R) et e ∈ E
et l’assertion résulte alors du fait que l’application qui à s ∈ R, associe ψs.a est
continue de R à valeurs dans C0 (R) .

(2) Comme f̂ ∈ L1 (R) , pour tout f ∈ S (R) , on peut à nouveau se
ramener au cas où x = a.y, avec a ∈ C0 (R) , y ∈ E. Alors pour tout s ∈ R, on a
ψs.x = (ψs.a) .y. Or on a f.a = 1

2π
limn→+∞

∫
[−n,n]

f̂ (t)ψt.a, pour tout f ∈ S (R) ,

d’où l’assertion en appliquant à e à l’égalité précédente.

(3) Soit (ui)i∈I une unité approchée bornée de C0 (R) . Si (i) est vérifiée,
alors on a f = limi∈I ui.f, pour tout f ∈ F, pour tout b ∈ Cb (R) , et donc
b.f = limi∈I (bui) .f ∈ F. D’où (ii). Inversement, soit x ∈ F tel qu’on a ψs.x ∈ F,
pour tout s ∈ R. Alors on a f.x = 1

2π

∫
R f̂ (s)ψs.xds ∈ F, pour tout f ∈ S (R) .

Comme le sous-espace vectoriel S (R) est dense dans C0 (R) , l’espace C0 (R) .x
est inclus dans F. Donc ii) implique i).

Rappelons que l’identification de groupes topologiques localement compacts
entre R et son dual unitaire induit une identification canonique entre C∗ (R)
et C0 (R) . On obtient ainsi des équivalences de catégories entre la catégorie
des représentations unitaires fortement continues de R dans les C∗ -modules, la
catégorie des représentations non-dégénérées de la C∗ -algèbre C∗ (R) dans les
C∗ -modules, et la catégorie des représentations non-dégénérées de la C∗ -algèbre
C0 (R) dans les C∗ -modules. Toute représentation non dégénérée de C0 (R) dans
un C∗ -module E munit l’espace de Banach E d’une structure de C0 (R)-module
banachique (pour la constante C = 1), et donc d’après le lemme qui précède,
d’une structure de Cb (R)-module banachique. Soit A une C∗ -algèbre, soient
E et F deux A-modules hilbertiens et soit T un opérateur de E dans F. Soit

q : R →]−1, 1[ l’homéomorphisme défini par q (t) = t (1 + t2)
−1/2

, t ∈ R. Soit T un
opérateur régulier autoadjoint normal sur E. Alors l’opérateur Q (T ) de L (E) est
autoadjoint de spectre contenu dans [−1, 1]. En considérant C0 (]− 1, 1[) comme
plongée dans C ([−1, 1]) , on pose f (T ) = (f ◦ q−1) (Q (T )) pour f ∈ C0 (R) , et
f.ξ = f (T ) (ξ) , pour tout ξ ∈ E. Comme l’opérateur (1−Q2) (T ) = 1 − Q (T )2

est d’image dense, et comme 1 − Q2 (T ) ∈ C0 (R) , ceci définit sur E une struc-
ture canonique de C0 (R)-module banachique non dégénéré et donc une structure
canonique de Cb (R)-module banachique. Pour f ∈ Cb (R) , l’opérateur noté f (T )
et défini par f (T ) (ξ) = f.ξ, pour tout ξ ∈ E, appartient à L (E) .

Le théorème suivant constitue la généralisation au cadre des C∗ -modules
du théorème de Stone (théorème 24.15 de [22]).
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Théorème 1.11. Soit A une C∗ -algèbre, soit E un A-module hilbertien.

(1) Soit T un opérateur régulier autoadjoint de E dans E. L’application
t 7→ ψt (T ) est une représentation unitaire fortement continue du groupe localement
compact R dans E.

(2) Pour toute représentation unitaire fortement continue U : R → U (E) ,
il existe un unique opérateur régulier autoadjoint T de E dans E tel que U (t) =
ψt (T ) , pour tout t ∈ R. Son graphe G (T ) est l’ensemble des couples (x, y) ∈
E ⊕ E tels que t 7→ U (t)x est dérivable en 0 de dérivée iy.

La proposition suivante généralise un résultat classique et m’a été indiquée
dans le cadre des modules hilbertiens par S. Baaj et G. Skandalis.

Proposition 1.12. Soit T un opérateur régulier autoadjoint agissant dans un
C∗ -module E. On suppose que le sous-espace D de dom (T ) est dense et invariant
par le groupe à un paramètre associé à l’opérateur régulier à T. Alors l’espace
vectoriel D est un domaine essentiel pour T .

Démonstration. On considère E comme muni de la structure de C0 (R)-
module banachique, définie par f.ξ = f (T ) (ξ) , pour tous f ∈ C0 (R) , ξ ∈ E
et E ⊕ E de la structure somme. Alors le graphe G (T ) est un sous-C0 (R)-

module banachique de E ⊕ E. D’après le lemme 1.10 (3), le graphe G = G
(
T|D

)
est un sous-C0 (R)-module banachique de G (T ) . L’application θ de E dans G (T )

qui à ξ associe
(
(1 + T 2)

−1/2
ξ, T (1 + T 2)

−1/2
ξ
)

est un isomorphisme de C0 (R)-

modules banachiques. En identifiant E et G (T ) par cet isomorphisme, la restric-
tion p1 à G de la première projection s’identifie à l’opération de multiplication par

q ∈ C0 (R) définie par q (t) = (1 + t2)
−1/2

, pour tout t ∈ R. Comme le sous-espace
vectoriel p1 (G) est dense dans E, l’espace vectoriel qG est dense dans G (T ) , et
donc le sous-espace vectoriel G de G (T ) qui contient qG, l’est.

Composition et régularité.
L’objet de cette partie est de ramener divers problèmes concernant les opérateurs
non bornés dans les C∗ -modules au cas où le C∗ -module est le C∗ -module canon-
ique associé à la C∗ -algèbre, ceci en changeant de C∗ -algèbre. Ceci fait intervenir
la notion de composition des modules hilbertiens et la notion correspondante de
composition d’opérateurs que nous étudions dans le cas des opérateurs A-linéaires
continus (lemme 1.14), et d’opérateurs densément définis fermés ainsi que leur
adjoint (lemme 1.15). Enfin, nous donnons un critère de régularité en terme de
composition (théorème 1.18).

Soit A une C∗ -algèbre. Soient E et F deux A-modules hilbertiens. On
notera K (E,F ) (resp. K (E) quand E = F ) le L (F ) − L (E)-bimodule des
opérateurs compacts de E dans F (cf [10]) (resp. de E dans E ) inclus dans
L (E,F ) (resp. dans L (E) quand E = F ) qui en tant qu’espace vectoriel
est l’adhérence de l’espace vectoriel engendré par {θξ,η, ξ ∈ F, η ∈ E} (resp.
{θξ,η, ξ ∈ E, η ∈ E}) où on définit θξ,η ∈ L (E,F ) par θξ,η (ζ) = ξ〈η, ζ〉, pour
tous ξ ∈ F (resp. ξ ∈ E ), η ∈ E, ζ ∈ E.

Soient E un A-module hilbertien et F un B -module hilbertien. On dit que
F est un A-B -bimodule hilbertien (de représentation structurale π ) si on se donne
π : A→ L (F ) . On rappelle que E ⊗A F (qu’on note également E ⊗π F ) désigne
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le B -module hilbertien en séparant-complétant le produit tensoriel algébrique
E � F (sur C) muni de la structure préhilbertienne définie par 〈ξ � u, η � v〉 =
〈u, π (〈ξ, η〉) v〉, pour tous ξ, η ∈ E, u, v ∈ F. Pour de tels vecteurs, on note ξ ⊗ u
l’élément associé dans E ⊗A F. De plus, pour tout T ∈ L (E) , il existe un unique
élément de L (E ⊗A F ) noté T ⊗π 1 ou π (T ) tel que π (T ) (ξ ⊗ v) = T (ξ) ⊗ v,
pour tous ξ ∈ E, v ∈ G, et on a ‖π (T ) ‖ ≤ ‖T‖.

Lemme 1.13. Soit A une C∗ -algèbre et soit E un B -module hilbertien. Soit
π : K (E) → L (E) la représentation naturelle qui induit une identification na-
turelle notée encore π entre K (E)⊗π E et E définie par π (T ⊗ ξ) = T (ξ) ∈ E,
pour tous T ∈ K (E) , ξ ∈ E.

(1) L’application ψ qui à un sous-K (E)-module hilbertien G de K (E) ⊕
K (E) associe le sous-A-module hilbertien G ⊗π E de E ⊕ E, est une bijection
d’inverse notée χ.

(2) L’application ψ induit par restriction une bijection, notée encore ψ,
d’inverse notée encore χ, entre l’ensemble des graphes d’opérateurs fermés (resp.
et densément définis) sur K (E) et l’ensemble des graphes d’opérateurs fermés
(resp. et densément définis) sur E.

(3) Soit T un opérateur fermé sur E. Alors on a χ (G (T )) = {(k1, k2) ∈
K (E)⊕K (E) , k2 = Tk1}. De plus, l’opérateur T admet un adjoint si et seulement
si l’opérateur χ (T ) en admet un aussi. On a alors χ (T )∗ = χ (T ∗) . De plus,
l’opérateur T est continu si et seulement si χ (T ) est continu et dans ce cas, ils
ont même norme.

Démonstration. (1) Soit E∗ = K (E,A) considéré comme A-K (E)-bimo-
dule hilbertien. Soit JE l’idéal bilatère fermé de A engendré par l’ensemble
{〈ξ, η〉, ξ, η ∈ E}. Soit χ l’application qui à un sous-module hilbertien F de
E ⊕ E associe χ (F ) = F ⊗A E

∗ considéré comme sous-K (E)-module hilbertien
de K (E) ⊕ K (E) . Alors, on a χ (ψ (G)) = G, pour tout sous-K (E)-module
hilbertien G de K (E)⊕K (E) . Pour tout sous-A-module hilbertien F de E⊕E,
on a ψ (χ (F )) = FJE = F.

(2) Soit G un sous-module hilbertien de K (E)⊕K (E) qui est un graphe.
Soit η ∈ E tel que (0, η) ∈ ψ (G) . Alors (0, θη,η) ∈ χ (ψ (G)) = G. Comme G est
un graphe, on a θη,η = 0 et η = 0. Donc l’espace vectoriel ψ (G) est un graphe
fermé. Réciproquement, soit G un sous-module hilbertien de E ⊕ E qui est un
graphe. Soit (0, k) ∈ χ (G) . Alors on a 0 ⊕ k (E) ⊂ G donc on a k (E) = 0 et
k = 0. Donc l’espace vectoriel k (G) est un graphe. Les autres assertions sont
triviales.

(3) Soit GT = {(k1, k2) ∈ K (E) ⊕ K (E) , k2 = Tk1} qui est le graphe
d’un opérateur K (E)-linéaire fermé. Trivialement, on a ψ (GT ) ⊂ G (T ) , donc
GT ⊂ χ (G (T )) et par définition χ (G (T )) est la fermeture d’un module inclus
dans GT donc on a χ (G (T )) ⊂ GT d’où χ (G (T )) = GT . L’opérateur T admet
un adjoint si et seulement si (dom (T ))⊥ = 0. Supposons dom (T )⊥ = 0. Alors
pour tout k ∈ dom (χ (T ))⊥ = {k ∈ K (E) , k∗k1 = 0, k1 ∈ dom (χ (T ))}, on a
〈kξ, k1η〉 = 0, k1 ∈ dom (χ (T )) , η ∈ E, ξ ∈ E donc 〈kξ, η〉 = 0, η ∈ dom (T ) , ξ ∈
E donc k = 0.

Finalement, on a dom (χ (T ))⊥ = 0. Réciproquement, si (dom (χ (T )))⊥ =
0, alors pour tous ξ ∈ (dom (T ))⊥ , η ∈ E, on a θξ,η ∈ (dom (χ (T )))⊥ car
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〈θξ,η (θ) , k1ζ〉 = 〈0, k2ζ〉 = 0, pour tous (k1, k2) ∈ G (χ (T )) , θ, ζ ∈ E, donc ξ = 0,

et (dom (T ))⊥ = 0.

Par définition, on a G (χ (T ∗)) = {(k1, k2) ∈ K (E) ⊕K (E) , k2 = T ∗k1}
⊂ G (χ (T )∗) . De plus, on a (k3, k4) ∈ G (χ (T )∗) si et seulement si k∗3k2 = k∗4k1,
pour tout (k1, k2) ∈ G (χ (T )) , si et seulement si 〈η, k∗3k2ξ〉 = 〈η, k∗4k1ξ〉, pour
tous (k1, k2) ∈ G (χ (T )) , ξ, η ∈ E, si et seulement si 〈k3η, k2ξ〉 = 〈k4η, k1ξ〉, pour
tous (k1, k2) ∈ G (χ (T )) , ξ, η ∈ E, si et seulement si 〈k4η, ξ} = 〈k3η, T ξ〉, pour
tous ξ ∈ dom (T ) , η ∈ E (car χ (ψ (G (T ))) = G (T )) si et seulement si k4 = T ∗k3

(aisé) soit 〈k3, k4〉 ∈ G (χ (T ∗)) .

Il est aisé que ‖χ (T ) ‖ ≤ ‖T‖. Dans l’autre sens, soit ξ ∈ dom (T ) tel
que ‖ξ‖ = 1. Alors on a θξ,T ξ ∈ dom (χ (T )) et on a ‖χ (T ) (θξ,T ξ) ‖ = ‖θTξ,T ξ‖
= ‖Tξ‖2. Comme on a ‖θξ,T ξ‖ ≤ ‖Tξ‖ pour tout ξ ∈ dom (T ) , on a ‖χ (T ) ‖ ≥
‖Tξ‖ et finalement ‖χ (T ) ‖ = ‖T‖.

Lemme 1.14. Soient E et F deux A-modules hilbertiens. Soit T : E → F un
opérateur A-linéaire continu.

(1) Soient ξ1, . . . , ξn ∈ E. Alors (〈ξi, ξj〉)(i,j)∈I2 ≤ ‖T‖2 (〈ξi, ξj〉)(i,j)∈I2 ∈
Mn (A)+ .

(2) Soit G un B -bimodule hilbertien et soit π : A→ L (G) un morphisme.
Alors il existe un unique opérateur noté T ⊗π 1 ou π (T ) : E⊗πG→ F ⊗πG défini
par π (T ) (ξ ⊗ g) = Tξ⊗g, pour tous ξ ∈ E, g ∈ G. De plus, on a ‖π (T ) ‖ ≤ ‖T‖.

Démonstration. Supposons d’abord E = F = A. Soit ξ1, . . . ξn ∈ A. Soit
(uλ)λ∈Λ une unité approchée de A de norme ≤ 1 de sorte que pour tout i ∈
I = {1, ..., n}, on a limΛ uλξi = ξi. Alors on a (ξ∗i (Tuλ)

∗ (Tuλ) ξj)(i,j)∈I2 ≤
‖T‖2 (ξ∗i ξj)(i,j)∈I2 , pour tout λ ∈ Λ. Or comme T est continu, pour tout i ∈
{1, . . . , n}, on a limΛT (uλξi) = Tξi. D’où l’inégalité cherchée. Passons au cas
général. Quitte à remplacer E et F, par E ⊕ F, on peut supposer que E =
F. Soit T̃ = χ (T ) l’opérateur associé sur K (E) (cf lemme 1.13). Pour tout
i = 1, . . . , n, soit ηi ∈ E, tel que ξi = ηi〈ηi, ηi〉 (d’après la proposition 19.7 de
[22], un tel ηi existe) et soit ki = θηi,ηi

∈ K (E) . Alors, par ce qui précède,

on a
(
〈T̃ ki, T̃ kj〉

)
(i,j)∈I2

≤ ‖T‖2 (k∗i kj)(i,j)∈I2 et donc on a (〈Tξi, T ξj〉)(i,j)∈I2 =(
〈ηi, 〈T̃ ki, T̃ kj〉ηj〉

)
(i,j)∈I2

≤ ‖T‖2 (〈ηi, k
∗
i kjηj〉)(i,j)∈I2 = ‖T‖2 (〈ξi, ξj〉)(i,j)∈I2 . La

seconde assertion résulte aisément de la première.

Lemme 1.15. Soit A une C∗ -algèbre et soient E et F deux A-modules hilber-
tiens. Soit T un opérateur de E dans F fermé densément défini ainsi que
son adjoint. Soit B une C∗ -algèbre, soit H un B -module hilbertien et soit
π : A→ L (H) une représentation. Alors on a :

(1) Le module G (T ) ⊗π H est le graphe d’un opérateur fermé densément
défini sur E ⊗π H dont l’adjoint est densément défini, et qu’on note π (T ) (ou
T ⊗π 1).

(2) On a π (T ∗) ⊂ (π (T ))∗ . Si l’opérateur T est régulier, alors l’opérateur
π (T ) est régulier; d’autre part, on a (π (T ))∗ = π (T ∗) et Q (π (T )) = π (Q (T )) .
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(3) Si l’espace vectoriel D est un domaine essentiel pour T, alors l’image
du produit tensoriel algébrique de D et de H dans E ⊗π H est un sous-espace
essentiel pour π (T ) .

(4) En général, on a ‖π (T ) ‖ ≤ ‖T‖ et si le morphisme π est injectif, alors
on a ‖T‖ = ‖π (T ) ‖ ∈ R+ ∪ {+∞}.

(5) Soit π′ : B → L (K) une représentation de B dans un module hilbertien
K. Alors on a π′ (π (T )) = π′ ◦ π (T ) , où π′ ◦ π : A→ L (H ⊗π′ K) est défini par
π′ ◦ π (a) = π (a)⊗π′ 1 pour tout a ∈ A.

Démonstration. (1) Comme l’image du produit tensoriel algébrique de
dom (T ) et de H dans E ⊗π H est contenue dans dom (T ) , l’opérateur T est
densément défini. On a G (T ) ⊗π H ⊥ U0 (G (T ∗)⊗π H) . Or l’image par la pro-
jection orthogonale sur F ⊗π H de U0 (G (T ∗)⊗π H) est dense. Donc l’opérateur
G (T ) ⊗π H est le graphe d’un opérateur π (T ) fermé densément défini ainsi que
son adjoint.

(2) On a π (T ∗) ⊂ (π (T ))∗ et en particulier, l’opérateur π (T )∗ est densé-
ment défini. Si l’opérateur T est régulier, alors on a G (T )⊕U0 (G (T ∗)) = E⊕F,
donc on a G (T )⊗πH⊕U0 (G (T ∗)⊗π H) = (E ⊕ F )⊗πH. Donc l’opérateur π (T )
est régulier et on a π (T ∗) = (π (T ))∗ . Soient S = 1+T ∗T et Sπ = 1+π (T )∗ π (T )
les opérateurs réguliers autoadjoints respectivement sur E et E ⊗π H. On a
π (S) ⊂ Sπ et par normalité, on a Sπ = π (S) . Comme π

(
S−1/2

)
est borné,

l’opérateur π (T )π
(
S−1/2

)
est fermé et on a π (Q (T )) ⊂ π (T )π

(
S−1/2

)
, et

comme π (Q (T )) est borné, on a Q (π (T )) = π (Q (T )) .

(3) Comme G
(
T|D

)
est dense dans G (T ) , l’image du produit tensoriel de

G
(
T|D

)
et de H est dense dans G (T )⊗π H = G (π (T )) .

(4) On peut supposer que E = F. Si on a ‖T‖ < +∞, alors l’opérateur
T ∈ L (E) et le résultat résulte de l’égalité (π (T ))∗ π (T ) + (π (S))∗ π (S) = ‖T‖2

où S =
√
‖T‖2 − T ∗T ∈ L (E) . Supposons qu’on a ‖T‖ = +∞. Pour tout n ∈ N,

soit ξn ∈ E, tel que ‖ξn‖ ≤ 1, et ‖Tξn‖ ≥ 2n, puis gn ∈ H, tel que ‖gn‖ ≤ 1,
‖〈gn, π (〈Tξn, T ξn〉) gn〉‖ ≥ n2. Alors on a ‖ξn⊗ gn‖ ≤ 1 et ‖π (T ) (ξn ⊗ gn) ‖ ≥ n.
Donc on a ‖π (T ) ‖ = +∞.

(5) On a (G (T )⊗π H)⊗π′K ' G (T )⊗π′◦π (H ⊗π′ K) par composition des
modules hilbertiens.

Remarques : 1. Pour un opérateur T densément défini fermé, il est faux en
général que le module G (T )⊗π G soit un graphe. Soient A = C ([0, 1]) , E = A,
F = C0 (]0, 1]) et S ∈ L (E,F ) l’opérateur injectif d’image dense défini par
(Sξ) (t) = tξ (t) , pour tout ξ ∈ F, pour tout t ∈ [0, 1]. Soient T = S−1 et
π : A→ C l’évaluation en 0. Alors l’opérateur T est densément défini fermé mais
on a G (T ) ⊗π G = 0 ⊕ C n’est pas le graphe d’un opérateur de F ⊗π C dans
E ⊗π C.

2. Sous les hypothèses du lemme, on a π (T ∗) ⊂ (π (T ))∗ . En général,
il n’y a pas égalité. Soit T l’opérateur de l’exemple de la section I.2, soit π :
C ([−1, 1]) → C l’évaluation en 0. Alors on a π (T ∗) = π (T ) = T0 6= T ∗0
= (π (T ))∗ . En fait, c’est l’obstruction pour être un opérateur régulier, comme
nous allons maintenant le montrer.

Dans la proposition et le corollaire qui suivent, pour tout π ∈ Â (cf [5]
p.60), on désigne par Hπ l’espace d’une représentation irréductible unitaire fixée
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de A de classe π.

Proposition 1.16. Soit A une C∗ -algèbre. Soient E et F deux A-modules
hilbertiens avec E ⊂ F. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E = F

(ii) K (E,F ) = K (F )

(iii) Pour toute représentation irréductible π : A→ L (Hπ) , on a E ⊗π Hπ

= F ⊗π Hπ.

Démonstration. (i) ⇒ (iii) est trivial. Montrons (iii) ⇒ (ii). Supposons par
l’absurde que (iii) est vérifiée et que K (E,F ) 6= K (F ) . Alors l’idéal I = K (E,F )
est un idéal à droite fermé strict de K (F ) . D’après [Pe, 3.13.5], il existe un état
pur φ de K (F ) tel que pour tout x ∈ I, on a φ (xx∗) = 0. Soit (πφ, Hφ) la
représentation GNS de φ, soit ξφ le vecteur unitaire associé et soit π : A→ L (Hπ)
la (classe de) représentation irréductible de A telle que, à isomorphisme près, la
représentation π est isomorphe à id ⊗π 1. Comme on a E ⊗π Hπ = F ⊗π Hπ, la
restriction à I de la représentation πφ est une représentation non dégénérée. Soit
(uλ)λ∈Λ une unité approchée bornée positive de I de norme inférieure ou égale
à 1. Comme K (E) agit de façon non dégénérée sur E ⊗π Hπ = F ⊗π Hπ, le
filtre (π (uλ))λ∈Λ converge fortement vers 1 et donc le filtre (〈ξφ, πφ (uλ) (ξφ)〉)λ∈Λ

converge vers 1. Mais pour tout λ ∈ Λ, on a 〈ξφ, π (uλ) (ξφ)〉 = φ (uλ) = 0.
D’où contradiction. Enfin, (ii) ⇒ (i) puisque si (ii) est vérifiée, on a K (F,E) =
K (E,F )∗ = K (F ) et F ⊂ K (F ) (F ) = K (F,E) (F ) ⊂ E.

Corollaire 1.17. Soit A une C∗ -algèbre. Soient E,F,G trois A-modules
hilbertiens avec E ⊂ G et F ⊂ G. Alors on a E = F si et seulement si on a
E ⊗π Hπ = F ⊗π Hπ pour toute représentation irréductible π : A→ L (Hπ) .

Démonstration. Soit H = E + F . Alors on a E = F si et seulement si
E = H et F = H, et pour toute représentation irréductible π : A→ L (Hπ) , on a
E⊗πHπ = F ⊗πHπ si et seulement si E⊗πHπ = H⊗πHπ et F ⊗πHπ = H⊗πHπ.
Il suffit alors d’appliquer la proposition précédente.

Théorème 1.18. Soit A une C∗ -algèbre. Soient E et F deux A-modules
hilbertiens.

(1) Soient T1 ⊂ T2 deux opérateurs fermés de E dans F densément définis
ainsi que leurs adjoints. Alors on a T1 = T2 si et seulement si on a π (T1) = π (T2) ,
pour toute représentation irréductible π : A→ L (Hπ) .

(2) Soit T un opérateur fermé densément défini de E dans F. Soit T ] un
opérateur fermé densément défini inclus dans T ∗ . Alors l’opérateur T est régulier
si et seulement si on a π (T ∗) = (π (T ))∗ , pour tout π ∈ Â, et on a T ∗ = T ]

si et seulement si on a π
(
T ]

)
= π (T ∗) , pour toute représentation irréductible

π : A→ L (Hπ)

Démonstration. (1) On a T1 = T2 si et seulement si G (T1) = G (T2) . Il suffit
d’appliquer le corollaire 1.17.
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(2) Si l’opérateur T est régulier, l’opérateur π (T ) est régulier d’adjoint
π (T ∗) . Considérons la réciproque : soit T ] ⊂ T ∗ fermé tel que pour tout π ∈ Â,
on a π

(
T ]

)
= π (T )∗ . Soit E1 = G (T )⊕U0

(
G

(
T ]

))
⊂ E ⊕F. Soit π ∈ Â. Alors

on a E1 ⊗π Hπ = G (π (T ))⊕ U0

(
G

(
π

(
T ]

)))
= (E ⊕ E)⊗π Hπ. Donc d’après la

proposition 1.16, on a E1 = E ⊕ E , ce qui équivaut à dire que l’opérateur T est
régulier d’adjoint T ].

Exemples d’opérateurs fermés densément définis ainsi que leur adjoint.

Opérateurs définis sur des modules préhilbertiens

Une façon usuelle de construire des modules hilbertiens est de compléter des mod-
ules préhilbertiens (voir la proposition qui suit) définis sur des sous-algèbres in-
volutives denses de C∗ -algèbres. Les opérateurs partout définis ainsi que leurs
adjoints sur ces prémodules préhilbertiens définissent de façon naturelle des exem-
ples comme dans le titre.

Définition 1.19. Etant donnée une C∗ -algèbre A sur k, l’algèbre notée Ã
dite unitarisée de A est l’algèbre d’espace vectoriel sous-jacent A⊕ k de structure
multiplicative définie par (a⊕ λ) (b⊕ µ) = (µa+ λb+ ab, λµ) , a, b ∈ A, λ, µ ∈ k.

Définition 1.20. Soient A une C∗ -algèbre et A une sous-algèbre involutive
dense de A d’unitarisée Ã. On appelle A−module préhilbertien la donnée d’un
Ã-module à droite E muni d’une application 〈, 〉 : E × E → A telle que :

• pour tout η ∈ E , l’application de E dans A qui à ξ ∈ E , associe 〈η, ξ〉 est
Ã− linéaire à droite.

• pour tous ξ, η ∈ E , 〈ξ, η〉 = 〈η, ξ〉∗

• pour tout ξ ∈ E , 〈ξ, ξ〉 ∈ A+.

Rappelons (cf proposition 19.5 de [22]) :

Proposition 1.21. Soit E un A-module préhilbertien. L’application qui à
ξ ∈ E associe ‖〈ξ, ξ〉‖1/2 est une seminorme sur E . Soit E le séparé-complété.
L’application 〈, 〉 s’étend par continuité en une application de E × E dans A,
l’action de A sur E s’étend par continuité en une action à droite de A sur E ce
qui munit E d’une structure de A−module hilbertien.

On dira que E est le A-module hilbertien associé à E et on notera j : E → E
l’application canonique.

Lemme 1.22. Soient E1 et E2 deux A-modules préhilbertiens. Soient E1 et
E2 les A-modules hilbertiens associés. Soit F un A-B -bimodule hilbertien. Soient
T1 : E1 → E2 et T2 : E2 → E1 des opérateurs tels que 〈η, T1ξ〉 = 〈T2η, ξ〉, pour tous
ξ ∈ E1, η ∈ E2. Alors les opérateurs T1 et T2 sont A-linéaires. Soient G1 et G2

l’image de leurs graphes par les applications canoniques de E1 ⊕ E2 dans E1 ⊕ E2

et de E2⊕E1 dans E2⊕E1. Alors les espaces G1⊗π F et G2⊗π F sont les graphes
de deux opérateurs notés π

(
T1

)
et π

(
T2

)
fermés densément définis A-linéaires

tels que π
(
T2

)
⊂

(
π

(
T1

))∗
.



Pierrot 665

Démonstration. On a G1 ⊥ U0

(
G2

)
et comme la projection orthogonale de

G2 sur E2 est dense, l’espace G1 est un graphe. De même, l’espace G (T2) est
un graphe. Si les suites (ξn)n∈N et (an)n∈N sont respectivement à valeurs dans E1

et A, telles que limn∈N (ξn, T1ξn) =
(
ξ, T1 (ξ)

)
∈ G

(
T1

)
et limn∈N an = a ∈ A,

alors on a limn∈N (ξnan, T1 (ξnan)) =
(
ξa, T1 (ξ) a

)
∈ G

(
T1

)
. Donc les opérateurs

T1 et de même T2 sont A-linéaires. Comme on a G1 ⊥ U0

(
G2

)
, on a G1 ⊗π F ⊥

U0

(
G2

)
⊗π F. D’où l’assertion.

Opérateurs associés aux éléments de l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie et
représentations unitaires

Supposons que l’algèbre A est une sous-algèbre involutive dense d’une C∗ -algèbre
A. D’après la proposition précédente, et d’après le paragraphe précédent, est
associé à tout T ∈ M (A) , un opérateur de A dans A fermé densément défini
A-linéaire ainsi que son adjoint. Nous le noterons T .

Soit G un groupe de Lie. Son algèbre de Lie est notée g, et l’algèbre
enveloppante de celle-ci est notée U (g) . Enfin, on note ] l’antiautomorphisme
canonique de U (g) , qui sur g vaut −id. Soit A = C∞c (G) considérée comme
sous-algèbre involutive dense de C∗ (G) notée A. On note encore ] la restriction
de l’involution canonique de A à A.

Lemme 1.23. Soit X ∈ U (g) . L’application LX : A → A qui à f ∈ A associe
Xf ∈ A appartient à L∗ (A) , et l’application qui à X ∈ A associe LX est un
morphisme d’algèbre involutive qui est injectif, quand dim (G) > 0.

Démonstration. Il suffit de le montrer pour X ∈ g. Soit ξ, η ∈ A. Soit

t ∈ R. Alors on a ξ
]
exp (tX) η = (exp (−tX) η)

]

ξ d’où en différentiant, ξ
]
Xη =

(−Xξ)
]

η soit (LX)
]

= LX] . La dernière assertion est aisée.

Définition 1.24. Soit B une C∗ -algèbre, soit E un B -module hilbertien, soit
π : G→ U (E) une représentation fortement continue. L’espace de Gärding de E
est le sous-espace vectoriel π (A)E noté Gar (E) .

C’est un sous-B -module dense de E.

Lemme 1.25. Soit X ∈ U (g) .

(1) Le sous-espace Gar (C∗ (G)) est un domaine essentiel pour LX .

(2) Soit B une C∗ -algèbre, soit E un B -module hilbertien, soit π : G →
U (E) une représentation fortement continue ce qui munit E d’une structure
de A-B -module hilbertien. Alors il existe une unique représentation π : g →
End (Gar (E)) , tel que π (X) (ae) = π (X.a) e,X ∈ g, a ∈ A, e ∈ E. L’espace
Gar (E) est un domaine essentiel pour π

(
LX

)
, et on a π

(
LX

)
= π (X).

Démonstration. (1) C’est par définition.

(2) Cela résulte immédiatement du lemme 1.22.

Le théorème suivant est le théorème 2.2 de [16].
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Théorème 1.26. Soit G un groupe de Lie et soit π une représentation unitaire
de G. Soit X ∈ U (g) elliptique. Alors on a π (X)∗ = π (X]).

Compte tenu du théorème 1.18, on a donc :

Corollaire 1.27. Soit G un groupe de Lie. Soit X ∈ U (g) elliptique. Alors
on a LX ∈Mnb (C∗ (G)) et LX

∗
= LX] .

Dans [16], les auteurs ont étudié les propriétés d’autoadjonction de π (X),
où X est un élément autoadjoint de l’algèbre enveloppante et où π est une
représentation dans un espace de Hilbert. Comme d’après le lemme précédent,
on a π (X) = π

(
LX

)
, le théorème 1.18 permet de déduire du fait que π (X) est

autoadjoint pour tout π ∈ Ĝ, que l’opérateur LX est régulier. En particulier,
soit G le groupe formé des matrices triangulaires supérieures réelles de dimension
2 de premier coefficient diagonal égal à 1. On peut trouver (cf [16]) un élément
X = X] ∈ U (g) et une représentation irréductible unitaire π de G, tel que
l’opérateur π (X) n’est pas essentiellement autoadjoint. Il s’ensuit que le résultat
du corollaire 1.27 ne s’applique pas à un tel élément X.

Dans [20], un résultat plus général que le dernier corollaire (que nous avons
énoncé comme corollaire puisque nous l’obtenons ici par une autre méthode via
les théorèmes 1.18 et 1.26) énoncé dans le cadre du calcul pseudodifférentiel sur
les groupöıdes de Lie, dû à G. Skandalis dans le cas des feuilletages, est démontré.
Compte tenu de [11], [14], la démonstration est la même que dans le cas des
feuilletages) (voir également [24] pour le cas des feuilletages). Comme le texte [20]
n’est pas aisément disponible, nous redonnons en annexe le résultat de [20], avec
un résultat complémentaire sur la transformée de Woronowicz d’un G-opérateur
pseudodifférentiel elliptique d’ordre strictement positif et son symbôle.

Multiplicateurs de l’idéal de Pedersen et théorèmes à la Dauns-Hofmann
et Schur.
Soit A une C∗ -algèbre. Suivant [12], on notera K (A) l’idéal de Pedersen de A (qui
est un idéal bilatère autoadjoint : cf [18] théorème 5.6.1) et Γ (K (A)) l’algèbre
involutive des multiplicateurs de K (A) (au lieu de M (K (A))). Le but de ce
paragraphe est d’étudier les éléments de Γ (K (A)) du point de vue des opérateurs
réguliers (voir en particulier le théorème 1.30), ainsi que d’étudier le centre de cette
algèbre en établissant des généralisations des théorèmes de Dauns-Hofmann et de
Schur dans le cadre des opérateurs non bornés dans les C∗ -modules (cf proposition
1.32 et théorème 1.34). Pour tout T ∈ Γ (K (A)) , rappelons que l’opérateur T
désigne l’opérateur sur A fermé densément défini d’adjoint densément défini ainsi
que son adjoint.

Proposition 1.28. (1) Soit T : K (A) → A un opérateur K (A)− linéaire.
Alors on a T (K (A)) ⊂ K (A) et l’opérateur T est A-linéaire.

(2) Soit T : K (A) → A un opérateur à adjoint densément défini. Alors on
a T ∈Mnb (A) .

Démonstration. (1) Soit x ∈ K (A) . Comme |x| 14 ∈ K (A) et comme il

existe u ∈ A tel que x = u|x| 12 , en posant v = u|x| 14 , on a x = v|x| 14 et T (x)

= T (v) |x| 14 ∈ K (A) . De plus, soit a ∈ A. Alors on a T (xa) = T (v) |x| 14a
= T (x) a. Donc l’opérateur T est A-linéaire.
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(2) Notons encore T la fermeture de l’opérateur densément défini T de A
dans A. D’après le théorème 1.18, il suffit de montrer que pour toute représentation
irréductible π de A dans un espace de Hilbert Hπ, on a π (T )∗ = π (T ∗) . Alors
pour tout idéal à gauche I de A tel que π (I) 6= 0, le sous-espace vectoriel
noté π (I) Hπ engendré par les éléments de la forme π (i)h, i ∈ I, h ∈ Hπ est
un sous-A-module non trivial donc d’après le théorème de Kaplansky (cf [6])
est égal à Hπ. Donc l’opérateur π (T ) est un opérateur linéaire partout défini,
à adjoint densément défini, donc fermé, donc continu. Comme l’opérateur π (T ∗)
est fermé, densément défini et inclus dans l’opérateur π (T )∗ donc continu, on a
π (T ∗) = (π (T ))∗ . D’où le résultat.

On notera j : Γ (K (A)) → Mnb (A) l’application injective qui à T ∈
Γ (K (A)) associe T ∈Mnb (A) .

Nous utiliserons le théorème suivant qui découle essentiellement de [19], qui
en contient la deuxième partie. Son énoncé est plus général et les démonstrations se
déduisent de celles de [19]. Nous esquissons les démonstrations pour 1., puisque 2.
et sa démonstration sont contenues dans [19] (cf [19] theorem 2 p.862, proposition
p.863). On note K (A)+ = K (A)∩A+. On désigne par La = Aa et par End (La)
l’espace des endomorphismes continus de La pour la norme d’opérateur. Notons
〈, 〉 le produit scalaire canonique sur A. Alors l’espace La est naturellement muni
d’une structure de aAa-module hilbertien. Soit Ba = LaAa (La) .

Théorème 1.29. (N. C. Phillips) Soit a ∈ K (A)+ , soient La = Aa, et
Ia = LaL∗a. Alors :

(1) On a La ⊂ K (A) .

(2) Soit T : K (A) → A un opérateur à adjoint densément défini. Alors on
a T (La) ⊂ La.

(3) Il existe un unique isomorphisme ψa : Ba → M (Ia) tel qu’on a
ψa (T )|La

= T, pour tout T ∈ Ba.

(4) Soit T : K (A) → A à adjoint densément défini. Alors l’opérateur T
est induit par un élément de Γ (K (A)) (en particulier, le domaine de son adjoint
contient K (A)). De plus, l’opérateur T|La est borné et appartient à Ba et on a
ψa

(
T|La

)
= T|Ia = τIa

(
T

)
, où τIa : A→ M (Ia) est le morphisme canonique.

On en déduit qu’il existe une unique application

θ : Γ (K (A)) → lim←,a∈K(A)+Ba,

où la limite projective est définie selon le filtre naturel de K (A)+ par les mor-
phismes Ba → Bb induits par les inclusions Ib ⊂ Ia, pour 0 ≤ b ≤ a, où pour
tous T ∈ Γ (K (A)) et a ∈ K (A)+ , on a (θ (T ))a = T|Ia et c’est un isomorphisme
d’algèbre involutive.

Démonstration. (1) D’après [12] proposition 3.3, on a La ⊂ K (A) .

(2) Soit (uλ)λ∈Λ une unité approchée de A dans l’idéal à droite dense
dom (T ∗) . Alors pour tout b ∈ La, on a T (b) = limΛ uλT (b) = limΛ (T ∗ (uλ))

∗ b
qui appartient à La.

(3) Ceci est démontré dans [19]. Cela découle en fait immédiatement du
fait que La réalise une équivalence de Morita entre l’algèbre aAa et l’idéal Ia, et
du fait que l’on a un isomorphisme M (Ia) ' LIa (Ia) .

(4) Aisé avec 2. car T|La est continu.
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Théorème 1.30. Soit T un opérateur sur A fermé densément défini ainsi que
son adjoint. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) T ∈ j (Γ (K (A)));

(2) dom (T ) contient un idéal bilatère dense de A;

(3) dom (T ∗) contient un idéal bilatère dense de A;

(4) Pour toute partie quasicompacte C de Prim (A) , on a supπ∈C ‖π (T ) ‖ <
+∞.

De plus, dans ces conditions, l’espace K (A) est un domaine essentiel pour T.

Démonstration. L’équivalence des trois premières assertions (1), (2), (3) ré-
sulte par exemple du théorème précédent et de la proposition 1.12. En effet, si
la troisième condition du théorème précédent est vérifiée, on a T ∗∗ ∈ Mnb (A) et

l’espace vectoriel K (A) ⊕ K (A) est essentiel pour

(
o T ∗

T ∗∗ 0

)
puisque stable

par le flot associé et donc K (A) est essentiel pour T ∗∗ donc inclus dans dom (T ) .

Montrons (3) ⇒ (4). Soit C ⊂ Prim (A) une partie quasicompacte. Soit
a ∈ K (A)+ tel que C ⊂ Prim (Ia) . D’après le théorème 1.29, on a τIa (T ) ∈
M (Ia) . Soit Ma sa norme. Alors, pour tout π ∈ Prim (Ia) , et a fortiori pour tout
π ∈ C, on a ‖π (T ) ‖ = ‖π|Ia (τIa (T )) ‖ ≤Ma, d’après le lemme 1.15.

Montrons (4) ⇒ (1). Soit x ∈ K (A)+ . Soit C une partie quasicompacte
de Prim (A) qui contient Prim (Ix) . Soit M > 0 tel que pour tout π ∈ C, on a
‖π (T ) ‖ ≤M. Alors on a ‖⊕π∈Îx

π (T ) ‖ ≤M et comme ⊕π∈Îx
π est injectif sur Ix,

il résulte des deux dernières assertions du lemme 1.15, que l’on a ‖πIx (T ) ‖ ≤M.
Donc on a πIx (T ) ∈ M (Ix) . Notons que l’on a TIx.(dom T ).Ix ⊂ πIx (T ) qui est
borné. Soit (uλ)λ∈Λ une unité approchée positive bornée de norme ≤ 1, dans
dom (T ) ∩ dom (T ∗) qui est un idéal à droite dense et soit x ∈ Ix. Donc la suite
(uλxuλ, T (uλxuλ)) ∈ G (T ) est convergente puisque πIx (T ) est borné, et comme
T est fermé, on a x ∈ dom (T ) . Donc l’espace Ix est inclus dans dom (T ) et de
même dans dom (T ∗) et comme l’espace vectoriel K (A) est engendré par son cône
positif, l’espace vectoriel K (A) est inclus dans dom (T ) ∩ dom (T ∗) .

Soit Prim (A) l’espace des idéaux primitifs de A. Via la suite exacte qu’il
définit, tout élément π de Prim (A) sera considéré également comme un morphisme
quotient de A. Rappelons que le théorème de Dauns-Hofmann (cf [18], corollaire
4.4.8 p 108) donne une description de Z (M (A)) (le centre des multiplicateurs de
A) pour toute C∗ -algèbre A.

Théorème 1.31. (dit de Dauns-Hofmann) Soient A une C∗ -algèbre et f ∈
Cb (Prim (A)) . Pour tout a ∈ A, il existe un unique élément Tf (a) ∈ A, tel qu’on
a π (Tf (a)) = f (π)π (a) , pour tout π ∈ Prim (A) . L’application Tf qui à a ∈ A
associe Tf (a) appartient à Z (M (A)) et l’application qui à f ∈ Cb (Prim (A))
associe Tf est un isomorphisme de C∗ -algèbres de Cb (Prim (A)) sur Z (M (A)) .

Notons C
(
Mnb (A)

)
= {T ∈ Mnb (A) , Q (T ) ∈ Z (M (A))}. La proposition suiv-

ante contient un théorème de S. Baaj ([1], chapitre 7), et le théorème 5.42 de [12]
et généralise le théorème de Dauns-Hofmann.

Proposition 1.32. (a) Soit T un opérateur sur A fermé densément défini
ainsi que son adjoint. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. T ∈ j (Z (Γ (K (A))))

2. Il existe une sous-algèbre involutive A strictement dense de M (A) , telle
qu’on a aT ⊂ Ta, pour tout élément a de A,

3. Pour tout a ∈ M (A) , on a aT ⊂ Ta

4. T ∈ C
(
Mnb (A)

)
(b) Soit f ∈ C (Prim (A)) . L’ensemble

{(a, b) ∈ A⊕ A, π (b) = f (π)π (a) , π ∈ Prim (A)}

est le graphe d’un opérateur régulier Tf ∈ Z
(
Mnb (A)

)
. L’appli-cation qui à

f ∈ C (Prim (A)) associe Tf ∈ Z
(
Mnb (A)

)
' Z (Γ (K (A))) est un isomorphisme

d’algèbre involutive.

Démonstration. Montrons (1) ⇒ (3). Soit T ∈ Z (Γ (K (A))) . Soient ξ ∈
dom

(
T

)
et a ∈ M (A) . Soit (an)n∈N une suite d’éléments de A telle que l’on

a limn→+∞ anξ = aξ et aT (ξ) = limn→+∞ anT (ξ) Alors on a limn→+∞ T (anξ)
= aT (ξ) . Donc on a aT ⊂ Ta, a ∈M (A) .

Trivialement, (3) ⇒ (2).

Montrons (2) ⇒ (1). Soit R ∈ Γ (K (A)) qui commute avec K (A) ⊂
Γ (K (A)) . Alors pour tout a ∈ K (A) , pour tout S ∈ Γ (K (A)) , pour tout
b ∈ K (A) , on a (RS) (a) b = R (S (a) b) = S (a)Rb = S (aRb) = SR (ab)
= (SR) (a) b. Comme l’algèbre K (A) est non dégénérée, on a SR = RS et
R ∈ Z (Γ (K (A))) . Alors d’après le théorème 1.30, on a T ∈ j (Γ (K (A))) et
d’après ce qui précède, T ∈ j (Z (Γ (K (A)))) .

Montrons (3) ⇒ (4). Soit S un opérateur sur A et a ∈ A tel que aS ⊂ Sa .
Soient ξ ∈ dom (S∗) et η ∈ dom (S) . On a (a∗ξ)∗ Sη = ξ∗aSη = ξ∗S (aη) =
(S∗ (ξ))∗ aη = (a∗S∗ (ξ))∗ η. Donc on a a∗S∗ ⊂ S∗a∗.

Soit a ∈ A. On a aT ∗T ⊂ T ∗Ta. Il en résulte que le sous-A-module à droite
G (1 + T ∗T ) est également un sous-A-module à gauche, donc G

(
(1 + T ∗T )−1)

aussi et donc on a (1 + T ∗T )−1 a = a (1 + T ∗T )−1 . D’où aQ (T ) = Q (T ) a, a ∈ A.
De même, (4) ⇒ (3) résulte de l’égalité

T = Q (T )
(
(1−Q (T )∗Q (T ))

1/2
)−1

.

Soit alors f ∈ C (Prim (A)) . Il est trivial que l’opérateur Tf est un

opérateur fermé, et que son adjoint contient Tf . Soient g = (1 + |f |2)−1
et

Tg ∈ M (A) défini par le théorème 1.31. Alors l’idéal bilatère fermé TgA est
A et on a

(
1 + TfTf

)
◦ Tg = 1. Il en résulte directement que l’opérateur Tf est

régulier, donc Tf aussi et Q (Tf ) = T
fg

1
2
. Donc ces opérateurs sont normaux

d’après ce qui précède et donc on a (Tf )
∗ = Tf . Donc, pour tout π ∈ Prim (A) ,

on a π (Q (Tf )) = Q (π (Tf )) = fg1/2 (π) . Donc l’élément Q (Tf ) ∈ X appar-
tient à X où X = {f ∈ C (Prim (A)) ,∀x ∈ X, ‖f (x) ‖ < 1}. Réciproquement,
soit T ∈ C

(
Mnb (A)

)
. Alors l’élément Q (T ) appartient à C (Prim (A)) et pour

tout π ∈ Prim (A) , le scalaire par lequel agit π (Q (T )) = Q (π (T )) est de norme

< 1. Soit g ∈ X la fonction définie par Q (T ) . Alors on a f = g (1− |g|2)−1/2 ∈
C (Prim (A)) et Q (Tf ) = Tg. Donc on a T = Tf .
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Définition 1.33. Désignons par C
(
Lnb (E)

)
l’ensemble des opérateurs régu-

liers T sur E tels que Q (T ) ∈ Z (L (E)) .

Insistons sur le fait que dans l’énoncé du théorème qui suit, l’opérateur T
est seulement supposé fermable sans hypothèse concernant son adjoint.

Théorème 1.34. Soit A une C∗ -algèbre, soit E un A-module hilbertien, et
soit A une sous-algèbre fortement dense dans L (E) . Soit T un opérateur sur
E densément défini A-linéaire fermable tel que pour tout a ∈ A, on a aT ⊂ Ta.
Alors on a T ∈ C

(
Lnb (E)

)
. De plus, si E = A, alors on a dom (T ) = dom (T ∗) =

dom (T )∗ .

Démonstration. Procédons par étapes.

1. Soit (ξn, T ξn)n∈N une suite convergente vers
(
ξ, T ξ

)
dans E ⊕ E. Soit

a ∈ A. Alors la suite (aξn, T (aξn))n∈N = (aξn, aTξn)n∈N est convergente vers(
aξ, aTξ

)
. Donc on a aT ⊂ Ta et on peut donc supposer que T est fermé, ce que

l’on fait dorénavant.

2. Soit a ∈ L (E) . Soit ξ ∈ dom (T ) . Soit (an)n∈N une suite d’éléments
de A telle qu’on a limn→+∞ (anξ, anTξ) = (aξ, aTξ) . Alors on a limn→+∞ Tanξ
= limn→+∞ anTξ = aT (ξ) . Comme T est fermé, on a aT ⊂ Ta.

3. Supposons provisoirement que E = A. Soit x, y ∈ dom (T ) . Alors
on a xTy = T (xy) = T (x) y. Donc on a dom (T )∗ ⊂ dom (T ∗) et pour tout
x ∈ dom (T ) , on a T ∗ (x∗) = (T (x))∗ . Ainsi, l’opérateur T ∗ est densément
défini. Comme pour tout a ∈ A, on a aT ⊂ Ta, d’après la proposition 1.32,
l’opérateur T ∈ C

(
Lnb (E)

)
. Notons de plus, que comme T est normal, on a

dom (T ) = dom (T ∗) qui est donc égal à (dom (T ))∗ , ce qui démontre également
la dernière assertion.

4. Passons au cas général. Comme l’opérateur T est fermé, d’après le
lemme 1.13, lui est associé un opérateur χ (T ) sur K (E) densément défini fermé.
Comme par ailleurs pour tout a ∈ L (E) , on a aT ⊂ Ta, il s’ensuit que pour
tout a ∈ L (E) , on a aχ (T ) ⊂ χ (T ) a. D’où d’après ce qui précède, on a
χ (T ) ∈ Z

(
Mnb (K (E))

)
. Comme T = π (χ (T )) où π : K (E) → L (E) est la

représentation naturelle, on a T ∈ Cnb (E) et comme on a Q (T ) = π (Q (χ (T )))
= Q (χ (T )) ∈ Z (L (E)) , on a T ∈ Z

(
Cnb (E)

)
.

Remarques : (1) Soit G un groupe localement compact, soit C (G) l’algèbre du
groupe discret associé, et soit H un espace de Hilbert. Soit π une représentation de
G dans GL (H) irréductible (au sens où π (C (G)) est une sous-algèbre fortement
dense de L (H)) et T un opérateur fermable, tel que pour tout g ∈ G, on a
gT ⊂ Tg. En appliquant le résultat précédent à π (C (G)) , on obtient que T est
scalaire, et l’on retrouve la version hilbertienne du lemme de Schur.

(2) Soit G un groupe de Lie connexe, et soit z un élément du centre de
l’algèbre enveloppante. Soit Z l’opérateur défini sur Gar (C∗ (G)) associé. La

proposition 1.32 implique que l’application qui à π ∈ Ĉ∗ (G) associe π
(
Z

)
∈ C

est continue, résultat dû à P. Bernat et J. Dixmier ([2]) et qu’on a π (Z]) = π (Z)∗ ,
pour toute représentation unitaire π de G, résultat dû à I.E. Segal [21].
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2. Intégration des représentations de l’algèbre de Lie dans les
C∗ -modules

Comportement en normes et vecteurs analytiques dans les C∗ -modules.

Nous clarifions et généralisons certaines parties de lemmes et démon-strations de
[15].

Soit E un groupe abélien. Soit O (E) l’ensemble des opérateurs de E dans
E et soient |O (E) | le monöıde libre abélien de générateurs les éléments de O (E) .
Pour tout X ∈ O (E) , on note |X| ∈ |O (E) | l’élément associé et on munit |O (E) |
des uniques structures de produit et de crochet compatibles avec la structure de
monöıde et telles que |X|.|Y | = |XY | (resp. ad |X| (|Y |) = |[X, Y ]| , avec tous les
parenthésages admis) pour tous X,Y ∈ O (E) , où . et ad désignent les structures
produit et crochet respectivement. Le contenu du lemme 2.1 de [15] est valable
dans ce contexte (cf lemme 2.1) et la démonstration est valable nec varietur. Pour
tout (k, n) ∈ N2 tel que k ≤ n, notons (n, k) l’ensemble des permutations σ de
{1, ..., n} telles que la permutation σ est strictement croissante sur [1, k] et sur
[k + 1, n] et, si k 6= n , σ 6= id .

Lemme 2.1. Soient X1, ..., Xn, A des opérateurs sur E alors :

n∑
k=1

∑
σ∈(n,k)

(
adXσ(k)... adXσ(1)A

)
Xσ(n)...Xσ(k+1) ⊂ Xn...X1A

où pour σ ∈ (n, k) , on a adXσ(k)... adXσ(1)A = A si k = 0 et Xσ(n)...Xσ(k+1) = 1
si k = n.

Si ces opérateurs possèdent un domaine invariant dense, alors l’inclusion 1
est une égalité.

Concernant la seconde assertion, on a un résultat plus général :

Lemme 2.2. Soit A une algèbre et soient X1, ..., Xn, A ∈ A. Alors on a les
égalités suivantes :

n∑
k=0

∑
σ∈(n,k)

(
adXσ(k)... adXσ(1)A

)
Xσ(n)...Xσ(k+1) = Xn...X1A

n∑
k=0

(−1)k
∑

σ∈(n,k)

Xσ(k+1)...Xσ(n)

(
adXσ(k)... adXσ(1)A

)
= AX1...Xn

où de même pour σ ∈ (n, k) , on a adXσ(k)... adXσ(1)A = A si k = 0 et
Xσ(n)...Xσ(k+1) = 1 si k = n.

Démonstration. La première égalité se démontre à partir du lemme précédent
en faisant opérer A sur le groupe additif Ã , et la seconde s’en déduit en appliquant
la première égalité à Aop.
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Nombre de résultats de [15] sont valables dans le cadre des espaces de
Banach, a fortiori pour les C∗ -modules et nous les utiliserons (en particulier
[15], théorème 1). Ici, on reprend certains points pour démontrer la régularité de
certains opérateurs autoadjoints et les notations de [15] dans ce cadre, concernant
les normes (sur les séries formelles en éléments de) |O (E) |. Rappelons la définition
d’un vecteur analytique pour un opérateur dans un espace de Banach.

Définition 2.3. Soient E et F deux espaces de Banach et soit T un opérateur
de E dans F. Pour ξ ∈ E \ dom (T ) , on pose ‖Tξ‖ = +∞. Soit T un opérateur
de E dans E. Un vecteur ξ ∈ E est dit analytique pour T si et seulement si il
existe s > 0, tel que

∑+∞
n=0 s

n ‖T nξ‖
n!

< +∞.

Définition 2.4. On dira qu’un opérateur T de E dans E est isométrique si et
seulement si on a 〈Tξ, Tξ〉 = 〈ξ, ξ〉, pour tout ξ ∈ dom (T ) .

Lemme 2.5. Soit A une C∗ -algèbre, soit E un A-module hilbertien. Soient
S1, T1, ...., Sn, Tn des opérateurs sur E tels que pour tout i = 1, ...., n, on a Ti ⊂ S∗i .
Alors on a Tn....T1 ⊂ (S1....Sn)∗ .

Démonstration. Soient x ∈ dom
(
Tn...T1

)
et y ∈ dom (S1....Sn) . Comme

Sny ∈ dom (S1...Sn−1) et x ∈ dom
(
Tn−1...T1

)
. Alors par récurrence sur n, on a :

〈x, S1....Sny〉 = 〈Tn−1...T1x, Sny〉 = 〈Tn...T1x, y〉.

La proposition 1.12 permet de démontrer l’analogue du lemme 5.1 de [15].

Lemme 2.6. Soit A une C∗ -algèbre et soit E un A-module hilbertien. Soit T
un opérateur symétrique fermé de E dans E. Alors l’opérateur T est autoadjoint
régulier si et seulement si il existe un sous-espace dense de E formé de vecteurs
analytiques pour T.

Démonstration. Supposons que l’opérateur T régulier. Alors pour tout f ∈
Cc (R) , pour tout ξ ∈ E, l’élément f (T ) ξ est analytique pour T et l’ensemble de
tels éléments de E est dense dans E. Réciproquement, supposons que l’ensemble
D des vecteurs analytiques pour T est dense dans E. Pour tout t ∈ R+, soit
Dt = {ξ ∈ D,

∑∞
n=0 t

n ‖T nξ‖
n!

< +∞}. Comme dans le lemme 5.1 de [15], on
construit un groupe à un paramètre fortement continu d’opérateurs unitaires de
E dans E noté (U (t))t∈R tel que pour tous t ∈ R+∗, ξ ∈ Dt on a U (t) (ξ)

=
∑+∞

n=0 (it)n T nξ
n!

et tel que pour tout t ∈ R, on a U (t) (D) ⊂ D. En effet, la
formule précédente définit un opérateur densément défini de Dt dans E.

(1) Par sommabilité, pour tous (t1, t2, t) ∈ R3, tels que |t1|+ |t2| < |t| , pour
tout ξ ∈ Dt, on a U (t2) (ξ) ∈ Dt1 et enfin U (t1)U (t2) ξ = U (t1 + t2) ξ

(2) Par sommabilité, pour tous ξ, η ∈ Dt, on a 〈η, U (t) ξ〉 = 〈U (−t) η, ξ〉
(3) Pour tout (t, t′) ∈ R2, pour tout ξ ∈ Dt, tels que |t′| ≤ |t|/2, pour tout

ξ ∈ Dt, on a 〈U (t′) ξ, U (t′) ξ〉 = 〈ξ, ξ〉
Il découle immédiatement des propriétés élémentaires des séries formelles

que pour tout (t, s) ∈ R+∗×R, tels que |s| < t, pour tout ξ ∈ Dt, on a Tξ ∈ Ds, et
U (s) (ξ) ∈ dom (T ) , et enfin TU (s) ξ = U (s)Tξ, d’où par récurrence T kξ ∈ Ds,
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et donc U (s)
(
T kξ

)
= T k (U (s) ξ) . Or on a

∑+∞
k=0 t

k ‖T kU(s)ξ‖
k!

=
∑+∞

k=0 t
k ‖U(s)T kξ‖

k!

=
∑+∞

k=0 t
k ‖T kξ‖

k!
d’où :

(4) Pour tous (t, s) ∈ R+∗ × R, tels que |s| < t, on a U (s) ξ ∈ Dt

(5) Pour tous t ∈ R+∗, ξ ∈ Dt, (t1, t2) ∈ R2, tels que |t1| < t, |t2| < t, pour
tous n,m ∈ N2 tels que nt1 = mt2, on obtient U (t1)

n ξ = U (t2)
m ξ, en appliquant

(1) à t1/m, et à t2/n respectivement m et n fois respectivement et l’associativité.
Ceci permet de définir pour tout s > 0, un opérateur U (s) : D → D ⊂ E
isométrique, en posant U (s) (ξ) = U

(
s
n

)n
(ξ) pour tous t ∈ R+∗, ξ ∈ Dt, où

n = E
(

s
t
+ 2

)
.

Soient (t1, t2, t) ∈ R2 × R+∗, et n ∈ N, tels que on a | t1
n
| + | t2

n
| < |t|.

D’après (4), on a U
(

ti
n

)
(Dt) ⊂ Dt, i = 1, 2 et d’après (1) dans End (Dt) , on

a U
(

t1
n

)
U

(
t2
n

)
|Dt

= U
(

t2
n

)
U

(
t1
n

)
|Dt

= U
(

t1+t2
n

)
|Dt

et donc on a U (t1 + t2)|Dt

= U
(

t1+t2
n

)n

|Dt
=

(
U

(
t1
n

)
U

(
t2
n

))n

|Dt
= U (t1)U (t2)|Dt

d’où U (t1 + t2) =

U (t1)U (t2) .

Par continuité, ceci définit un groupe à un paramètre d’opérateurs unitaires
de E dans E qui est fortement continu sur le sous-espace vectoriel dense D de
E donc sur E. Soit T ′ l’opérateur régulier autoadjoint associé à ce groupe à un
paramètre par le théorème 1.11. Comme pour tout ξ ∈ D, on a d

dt
(U (t) (ξ))

= T (ξ) , on a T ′|D ⊂ T. De plus, comme pour tout t ∈ R, on a U (t) (D) ⊂ D, la
proposition 1.12 implique que le sous-espace D est essentiel pour T ′. Comme T
est fermé, il s’ensuit que T ′ ⊂ T, donc T ⊂ T ∗ ⊂ (T ′)∗ = T ′, d’où T ′ = T.

Lemme 2.7. Soit A une C∗ -algèbre, soient E1 et E2 deux A-modules hilber-
tiens et T ∈ L (E1, E2) . Soient E1 ⊂ E1 et E2 ⊂ E2 deux sous-espaces denses
de E1 et de E2 respectivement tels que T (E1) ⊂ E2. Soient T1 : E1 → E1 et
T2 : E2 → E2 deux opérateurs symétriques essentiellement autoadjoints tels que
TT1 ⊂ T2T. Supposons de plus soit que l’opérateur T2 est régulier et T est bijec-
tif, soit que T1 et T2 sont réguliers. Alors l’opérateur T1 est régulier pour tout
t ∈ R, on a exp

(
itT2

)
T = T exp

(
itT1

)
.

Démonstration. Soient η ∈ dom (T1) et ξ ∈ dom
(
T2

)
. Alors on a 〈T ∗ξ, T1η〉

= 〈ξ, TT1η〉 = 〈ξ, T2Tη〉 = 〈T2ξ, Tη〉 = 〈T ∗T2ξ, η〉. Donc l’élément T ∗ξ appartient
à dom (T ∗1 ) = dom

(
T1

)
et on a T1T

∗ξ = T ∗1 T
∗ξ = T ∗T2ξ. Donc on a T ∗T2

⊂ T1T
∗, donc par récurrence T ∗T2

n ⊂ T1
n
T ∗, pour tout n ∈ N.

Soit Dt
2 = {ξ ∈ E2,∃t ∈ R,

∑
n≥0

tn

n!
‖T2

n
ξ‖ < +∞}. Alors pour tout

ξ ∈ Dt
2, on a

∑
n≥0

tn

n!
‖T1

n
T ∗ (ξ) ‖ <∞ et T ∗ exp (itT2) (ξ) =

∑
n≥0

(it)n

n!
T1

n
T ∗ (ξ) .

Si l’opérateur T est bijectif ce qui implique que T ∗ est bicontinu, l’espace vectoriel
T ∗ (∪t>0Dt

2) est dense dans E1. Dans tous les cas, il existe un sous-espace dense
de vecteurs analytiques pour T1 qui est donc régulier d’après le lemme 2.6 et on a
T ∗ exp

(
itT2

)
= exp

(
itT1

)
T ∗ et le résultat en découle en prenant l’adjoint.

Contrôle analytique et commutateurs.
Soit E un espace de Banach. Rappelons également (cf [15]) la définition du
contrôle analytique (“analytic domination” dans [15]).
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Définition 2.8. Soient α et ξ ∈ |O (E) |. On dit que α domine analytiquement
(ou contrôle les crochets de) ξ si et seulement si il existe c, cn ∈ R+∗, n ∈ N∗ tels
que ξ ≤ cα, (ad ξ)n α ≤ cnα, et tels que la série entière

∑+∞
n=0

cn

n!
sn est de rayon

de convergence strictement positif.

Dans tous les énoncés de ce paragraphe, on désigne par A une C∗ -algèbre
et par E un A-module hilbertien. On a d’abord un résultat analogue au lemme
5.2 de [15].

Lemme 2.9. (1) Soient X1, . . . , Xd, T des opérateurs symétriques définis sur
un domaine commun invariant dense D tels que T = T ∗. Soient ξ = |X1| +
. . . + |Xd| et α = |T | + |1|. On suppose que l’on a ξ ≤ cα, (ad ξ)n α ≤ cnα, où
c > 0, cn > 0, pour tout n ∈ N. Alors pour tout i1, . . . , in ∈ {1, . . . , d}, on a
dom

(
T

n) ⊂ dom
(
Xi1 . . . Xin

)
.

(2) Soit D̃ = ∩+∞
n=1 dom

(
T

n)
et supposons que D̃ est essentiel pour T . Alors

les opérateurs X1, . . . , Xd préservent D̃. Soient X̃1 , . . . , X̃d, T̃ les restrictions à
D̃ des opérateurs X1, . . . , Xd, T , soit ξ̃ = |X̃1| + . . . + |X̃d|, et α̃ = |T̃ | + |1|.
Alors on a ξ̃ ≤ cα̃, et pour tout n ∈ N, on a

(
ad ξ̃

)n

α̃ ≤ cnα̃. Supposons de plus

que l’opérateur T est régulier. Si l’élément α domine analytiquement ξ, alors les
opérateurs X1, . . . , Xd sont essentiellement autoadjoints réguliers.

Démonstration. (1) Montrons, comme dans [15], par récurrence que pour
tous n ∈ N∗, 1 ≤ k ≤ n− 1, i1, ..., ik ∈ {1, ..., d}, on a D

(
T

n) ⊂ D
(
T .Xi1 ...Xik

)
.

Notons que pour tout n ∈ N, cette hypothèse implique que pour tous 1 ≤ k ≤
n, i1, ..., ik ∈ {1, ..., d}, on a D

(
T

n) ⊂ D
(
Xi1 ...Xik

)
. Supposons l’hypothèse

vérifiée pour n ∈ N. Pour la vérifier pour n + 1, comme pour tout n ∈ N, on

a D
(
T

n+1
)
⊂ D

(
T

n)
, il suffit de démontrer que D

(
T

n+1
)
⊂ D

(
T .Xi1 ...Xin

)
,

pour tous 1 ≤ k ≤ n, i1, ..., in ∈ {1, ..., d}. D’après le lemme 2.2 appliquée à
A = EndA (D) , on a :

Xi1 ...XinT

= TXi1 ...Xin −
n∑

k=1

∑
σ∈(n,k)

(−1)k Xiσ(k+1)
...Xiσ(n)

adXiσ(k)
. . . adXiσ(1)

T

Soit maintenant x ∈ D
(
T

n+1
)
, i1, ..., in ∈ {1, ..., d}. Montrons que

x ∈ D
(
T .Xin ...Xi1

)
.

Comme par récurrence, on a x ∈ dom
(
Xin ...Xi1

)
, et comme T = T ∗, il suffit de

montrer que l’on a Xin ...Xi1 (x) ∈ dom (T ∗) . Or, pour tout y ∈ D, on a :
〈Xin ...Xi1 (x) , T y〉 = 〈x,Xi1 ...XinTy〉 = 〈x,Xi1 ...XinTy〉

= 〈x, TXi1 ...Xiny〉 −
n∑

k=1

∑
σ∈(n,k)

(−1)k 〈x,Xiσ(k+1)
...Xiσ(n)

adXiσ(k)
... adXiσ(1)

Ty〉

= 〈Tx,Xi1 ...Xiny〉 −
n∑

k=1

∑
σ∈(n,k)

(−1)k 〈x,Xiσ(k+1)
...Xiσ(n)

adXiσ(k)
... adXiσ(1)

Ty〉
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= 〈Xin ...Xi1 .Tx, y〉 −
n∑

k=1

∑
σ∈(n,k)

〈adXiσ(k)
.... adXiσ(1)

T .Xiσ(n)
...Xiσ(k+1)

x, y〉

car, par récurrence, on a T (x) ∈ D
(
T

n) ⊂ D
(
Xin ...Xi1

)
et x ∈ D

(
T

n) ⊂
∩k≥1,σ∈(n,k)D

(
T .Xiσ(n)

...Xiσ(k+1)

)
lui-même inclus dans

∩k≥1,σ∈(n,k)D
(
adXiσ(1)

.... adXiσ(k)
T .Xiσ(n)

...Xiσ(k+1)

)
.

(2) D’après la première assertion, les opérateurs X1, ..., Xd préserve D̃.
Soit x ∈ D̃. Comme l’espace D̃ est inclus dans dom

(
T

)
, il existe (xj)

n
j=1 ∈ D

telle qu’on a limj→+∞ xj = x et limj→+∞ Txj = Tx. Alors on a
∑d

i=1 ‖X̃ix‖
=

∑d
i=1 limj→+∞‖X̃ixj‖ ≤ limj→+∞ c (‖Txj‖+ ‖xj‖) = c (‖Tx‖+ ‖x‖) , donc on

a ξ̃ ≤ cα̃. De même, pour tout j ∈ N, on a ‖ (ad ξ)n α (xj) ‖ ≤ cn‖α (xj) ‖. Soit
x ∈ D (α̃) . Comme pour tout i1, ..., in, l’opérateur adXi1

... adXin
T est fermable,

et comme de plus ‖ ((ad (ξ))n α) (xj) − ((ad (ξ))n α) (xk) ‖ ≤ cn‖α (xj − xk) ‖, on

a bien
(
ad

(
ξ̃
))n

α̃ (x) = limj→+∞

(
ad

(
ξ̃
))n

α̃ (xj) et par conséquent de même

|
(
ad

(
ξ̃
))n

α̃| ≤ cn|α̃|. Il suffit alors d’appliquer le théorème 1 de [15] et le lemme

2.5.

Représentations de l’algèbre de Lie et intégrabilité.
Soient A une C∗ -algèbre et E un A-module hilbertien. Soit g une algèbre de
Lie sur R de dimension finie. Une représentation π de g dans E sera la donnée
d’un sous-A-module dense D de E appelé domaine de la représentation, et d’un
morphisme π : g → EndA (D) , tel que pour tous ξ, η ∈ D, pour tout X ∈ g,
on a 〈ξ, π (X) (η)〉 = −〈π (X) (ξ) , η〉. Les phénomènes de contrôle analytique des
éléments de l’algèbre de Lie par le Laplacien se déduisent dans le cadre des C∗ -
modules très aisément (compte tenu du lemme 1.15) des démonstrations de [15]
des résultats analogues dans le cas des espaces de Hilbert et compte tenu des
lemmes du paragraphe précédent, les propriétés d’intégrabilité qui en découlent,
aussi. Nous nous contenterons donc d’énoncer ces résultats (cf également [17]). Le
lemme suivant est l’analogue du lemme 6.2 de [15].

Lemme 2.10. Soient g une algèbre de Lie réelle de base X1, . . . , Xd et L =
−

∑d
i=1X

2
i ∈ U2 (g) . Soit π une représentation de g dans E. Soient α = |1| +

|π (L) | et ξ =
∑d

i=1 |π (Xi) |. Alors il existe Cd > 0, c > 0 tels que ξ ≤ Cdα
et pour tout n ∈ N, on a (ad ξ)n α̃ ≤ cnα. En particulier, l’élément α domine
analytiquement ξ.

La démonstration est essentiellement celle du lemme 6.2 de [15] et grâce à ce lemme

ainsi qu’au lemme 1.15, on peut choisir la même constante Cd =
√

d
2
. Le lemme

suivant est l’analogue du lemme 9.1 de [15].

Lemme 2.11. Soit g une algèbre de Lie réelle de base X1, . . . , Xd où d ∈ N.
Soit π une représentation de g dans E. Soit ξ =

∑d
i=1 |π (Xi) |. Soit G le groupe

de Lie simplement connexe d’algèbre de Lie g. S’il existe s > 0, tel que l’ensemble
{x ∈ E, ‖eξsx‖ < +∞} est dense dans E, alors il existe une unique représentation
unitaire fortement continue du groupe G dans E telle que pour tout X ∈ g, on a
d
dt
π (exp (tX)) = π (X).

Enfin, le théorème suivant est l’analogue du théorème 5 de [15].
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Théorème 2.12. Soit g une algèbre de Lie réelle de base X1, . . . , Xd, où d ∈
N. Soit π une représentation de g dans E. Soit L = −

∑d
i=1X

2
i ∈ U2 (g) et soit

G le groupe de Lie simplement connexe d’algèbre de Lie g. Si l’opérateur π (L) est
essentiellement autoadjoint régulier, alors il existe une unique représentation forte-
ment continue du groupe G dans E telle que pour tout X ∈ g, on a d

dt
π (exp (tX))

= π (X).

(g, K)-modules hilbertiens.
Dans ce paragraphe, nous généralisons la notion de (g, K)-module unitaire, au
cadre des modules hilbertiens et nous donnons un critère simple d’intégrabilité,
dans le cas des groupes de Lie semisimples possédant un sous-groupe compact
maximal.

Soient K un groupe compact et α ∈ K̂. On note pα ∈ C (K) le pro-
jecteur central de C∗ (K) associé et F (K) la sous-algèbre

∑
(α,β)∈K̂2 pαC (K) pβ

de C (K) . Soient g une algèbre de Lie et ρ : K → Aut (g) un morphisme. Soit B
une C∗ -algèbre.

Définition 2.13. On appellera (g, K)
ρ
− B -module préhilber-tien (relative-

ment à une sous-algèbre A (K) ⊂ C (K) contenant F (K)) la donnée :

• d’un B -module hilbertien E et d’un sous-domaine dense E de E appelé
domaine de la représentation

• d’une représentation unitaire π de K dans E laissant stable E

• d’une représentation K -équivariante π de g dans E , au sens où pour tout
X ∈ g, pour tout k ∈ K, on a π (ρ (k) (X)) = π (k)|E π (X)π (k−1)|E et telle
que π (f) (ξ) ∈ E , pour tous f ∈ A (K) , ξ ∈ E .

On notera E ce (g, K)
ρ
− B -module préhilbertien.

Définition 2.14. Soit K un sous-groupe compact d’un groupe de Lie G et
soient k, g leurs algèbres de Lie respectives. On appelle (g, K)-B -module préhil-

bertien relativement à une algèbre A (K) contenant F (K) un (g, K)
Ad
− B -module

préhilbertien où Ad : K → Aut (g) , est le morphisme obtenu en restreignant
la représentation adjointe de G. On dira en outre qu’un (g, K)-B -module est
compatible si on a π (X) = d

dt
π (exp (tX)) , pour tout X ∈ k.

Lemme 2.15. Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g et soit K un sous-
groupe compact de G associé à une involution de Cartan (réelle). Soit B une C∗ -
algèbre, soit E un B -module hilbertien et soit π une représentation unitaire forte-
ment continue de G dans E. Soit D l’espace des vecteurs C∞ pour le groupe G de
π. Notons encore π la représentation induite de g sur D. Alors la représentation
π munit D d’une structure de (g, K)-B -module préhilbertien compatible relative-
ment à l’algèbre A (K) = F (K) .

Démonstration. On vérifie trivialement la première assertion.
Comme l’espace D est stable par π (G) , il résulte de la proposition 1.12 que l’on
a π (X) = d

dt
π (exp (tX)) , X ∈ g.
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Lemme 2.16. Soit E un B -module hilbertien muni d’une représentation uni-
taire fortement continue π d’un groupe compact K. Soit T un opérateur K -
invariant de E dans E et fermable. Alors on a π (f)T ⊂ Tπ (f) , pour tout
f ∈ C (K) ,

Démonstration. Comme la fermeture de T est K -invariante, on peut sup-
poser que T est fermé. Soit ξ ∈ dom (T ) . Soit ε > 0. Il existe x1, . . . , xn ∈ K, et
β1, . . . , βn ∈ [0, 1] de somme 1, tels que

‖ (π (f) ξ, π (f) (T (ξ)))−
n∑

i=1

βif (xi) (π (xi) (ξ) , π (xi) (Tξ)) ‖ ≤ ε.

Or,
n∑

i=1

βif (xi) (π (xi) ξ, π (xi) (Tξ)) ∈ G (T ) et donc on a (π (f) (ξ) , π (f) (Tξ)) ∈

G (T ) = G (T ) .

Lemme 2.17. Soit (Eα)α∈A des B -modules hilbertiens et soit E leur C∗ -
somme. Soit pα le projecteur associé sur Eα, pour tout α ∈ A, et ξα = pαξ, pour
tout ξ ∈ E. Soit T un opérateur symétrique sur E défini sur un domaine dense D
de E. Soit Dα = D ∩ Eα, pour tout α ∈ A. On suppose que l’on a ξα ∈ Dα pour
tout ξ ∈ D, et que T (Dα) ⊂ Eα, pour tout α ∈ A. Soit Tα : Dα → Eα l’opérateur
induit par T. Les assertions suivantes sont alors vérifiées :

(1) Pour tout α ∈ A, l’espace Dα est dense dans Eα.

(2) Pour tout α ∈ A, pour tout ξ ∈ E, on a (Tξ)α = T (ξα) . De plus, pour
tout α ∈ A, on a pαT ⊂ Tpα et pαT ⊂ Tpα.

(3) Pour tout α ∈ A, l’opérateur Tα est symétrique.

(4) ⊕α∈ATα = T .

(5) L’opérateur T est essentiellement autoadjoint régulier si et seulement
si pour tout α ∈ A, l’opérateur Tα l’est.

Démonstration. (1) Par hypothèse, le sous-espace Dα est l’image par la pro-
jection orthogonale sur Eα de D donc est dense dans Eα.

(2) Soient ξ ∈ D, α ∈ A. Comme T (ξα) ∈ Eα et comme Dα est dense
dans Eα, pour vérifier que l’on a (Tξ)α = T (ξα) , il suffit de voir que l’on a
〈η, T ξ〉 = 〈η, T ξα〉, pour tout η ∈ Dα. Alors soit η ∈ Dα. Alors on a 〈η, T ξ〉
= 〈Tη, ξ〉 = 〈Tη, ξα〉 = 〈η, T ξα〉, car on a ξα ∈ dom (T ) . D’où l’assertion. L’autre
assertion est triviale.

(3) C’est trivial.

(4) Cela résulte trivialement du fait que l’on a pαT ⊂ Tpα, α ∈ A.
(5) Soit α ∈ A. D’après (2.17), on a (pα × pα) (G (T )) = G (Tα) . Donc on

a pα × pα

(
G

(
T

))
= G

(
Tα

)
, comme G (Tα) ⊂ G (T ) . Supposons que l’opérateur

T est essentiellement autoadjoint régulier, alors on a

Eα ⊕ Eα = pα × pα

(
G

(
T

)
⊕ U0

(
G

(
T

)))
= G

(
Tα

)
⊕ U0

(
G

(
Tα

))
.

Donc l’opérateur Tα est autoadjoint régulier.

Réciproquement, si pour tout α ∈ A, l’opérateur Tα est essentiellement au-
toadjoint régulier, alors l’espace G

(
T

)
⊕U0

(
G

(
T

))
contient la somme algébrique

des espaces G
(
Tα

)
⊕ U0

(
G

(
Tα

))
= Eα ⊕ Eα qui est dense dans E ⊕ E. Donc

l’opérateur T est autoadjoint régulier.
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Théorème 2.18. Soit G un groupe de Lie semisimple simplement connexe et
soit K un sous-groupe compact maximal; enfin, soit g l’algèbre de Lie de G. Soit
E un (g, K)-B -module préhilbertien compatible de représentation structurale π,
relativement à une sous-algèbre A (K) ⊂ C (K) contenant F (K) . Soit E le B -
module hilbertien sous-jacent. Soient L et C les éléments de U2 (g) le Laplacien et
le Casimir (associés respectivement à la forme de Cartan et à la forme de Killing de
G). Alors l’opérateur π (L) est essentiellement autoadjoint régulier si et seulement
si l’opérateur π (C) l’est et dans ce cas, il existe une unique représentation unitaire
fortement continue π : G → U (E) , telle qu’on a π (X) = d

dt
π (exp (tX)) , pour

tout X ∈ g, et dont la restriction au sous-groupe K cöıncide avec la représentation
structurale de K.

Démonstration. Soit LK le Laplacien de K relativement à l’opposée de la
forme de Killing de g. Alors l’opérateur de Casimir vaut C = L − 2LK . D’après
le lemme 2.16, pour tout α ∈ A, on a pαπ (L) ⊂ π (L)pα et pαπ (C) ⊂ π (C)pα.
Soit α ∈ A. Si l’opérateur π (C) est autoadjoint régulier, d’après le lemme 2.17,
l’opérateur π (C)α est autoadjoint régulier. Or on a π (C)α −π (L)α = −2π (LK)α

qui agit par un scalaire. Donc l’opérateur π (L)α est autoadjoint régulier et

donc d’après le lemme 2.17, l’opérateur π (L) est autoadjoint régulier. Pour la
réciproque, il suffit d’échanger les rôles de L et de C, dans la démonstration qui
précède. Enfin, si l’opérateur π (L) est autoadjoint régulier, d’après le théorème
2.12, il existe une unique représentation unitaire fortement continue π de G telle
qu’on a π (X) = d

dt
π (exp (tX)) , pour tout X ∈ g.

Remarque : réciproquement, sous les hypothèses du théorème, soit π une
représentation unitaire fortement continue de G dans un module hilbertien E.
Alors l’espace vectoriel des vecteurs lisses pour G de π est naturellement d’une
structure de (g, K)-B -module préhilbertien (relativement à A (K) = F (K) ) est
tel que l’opérateur associé au Laplacien est essentiellement autoadjoint régulier. En
effet, l’espace des vecteurs analytiques dans π pour le Laplacien π ∈Mnb (C∗ (G))
est un sous-espace essentiel pour l’opérateur π

(
L

)
, d’après la proposition 1.12.

3. Sur la structure des C∗ -algèbres des groupes de Lie semisimples
complexes simplement connexes

Théorie des représentations unitaires irréductibles et théorie des (g, K)-
modules unitaires irréductibles.

Notations et rappels concernant la théorie des représentations unitaires des groupes
de Lie semisimples complexes simplement connexes

Soit G un groupe de Lie semisimple complexe simplement connexe d’algèbre de
Lie g (on désignera par gR l’algèbre de Lie réelle sous-jacente). Nous allons
maintenant donner la classification des représentations irréductibles unitaires de G
de D. Zelobenko, donnée à partir des (gR, K)-modules notés simplement (g, K)-
modules dans ce texte. On fixe une sous-algèbre de Cartan h de g, un système de
racines positifs R+ de demi-somme σ de l’algèbre de la C-paire (g, h) , une base de
Chevalley de g définie sur Q qui munit g d’une structure d’algèbre de Lie définie et
déployée sur Q, ainsi qu’une involution de Cartan θ adaptée à cette base. Soient a
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la composante réelle de h et m = ia ⊂ h. Ceci définit une décomposition d’Iwasawa
g = k ⊕ a ⊕ n. On note K,M,A,N les sous-groupes analytiques d’algèbre de Lie
k,m, a, n respectivement. Alors le groupe K est compact et on a une décomposition
d’Iwasawa G = KAN.

On note WG ou plus simplement W le groupe de Weyl de g. Enfin, on note
U (g) l’algèbre enveloppante de g et g 7→ g∗ l’unique antiautomorphisme de U (g)
qui, sur g , vaut moins l’identité.

Soit P ⊂ a∗ le réseau des poids, soit P+ l’ensemble des poids dominants.
Soit δ ∈ P+ . On note Eδ la représentation irréductible de K de plus haut poids
δ . Soit V une représentation K -finie de K; on note V δ le Eδ −K -type (on dira
également δ -K -type) dans V .

Nous emploierons la terminologie de [26] concernant les (g, K)-modules.
Rappelons qu’un (g, K)-module unitaire est un (g, K)-module (cf [26]) dont
l’espace vectoriel sous-jacent est muni d’une structure préhilbertienne invariante
(on dira que la représentation correspondante de (g, K) est unitaire). Un (g, K)-
module unitaire définit un (g, K)-C-module préhilbertien. Le principe suivant
pour classer les représentations irréductibles de G est énoncé dans [8] p.59 : “pour
classer à équivalence unitaire près, les représentations unitaires irréductibles de G,
il suffit de classer, à équivalence algébrique près les (g, K)-modules irréductibles
unitaires”. Soit E un (g, K)-module irréductible unitaire. Comme l’opérateur de
Casimir agit par un opérateur scalaire d’après le lemme de Schur, il résulte du
théorème 2.18, qu’il existe une unique représentation π du groupe G telle que
pour tout X ∈ g, l’action de X sur E est la restriction à E de d

dt
π (exp (tX)) .

On montre aisément que la représentation π est irréductible. Réciproquement, le
module des vecteurs K -finis d’une représentation irréductible unitaire du groupe
G est constitué de vecteurs lisses ce qui le munit d’une structure de (g, K)-module
irréductible unitaire pour le produit scalaire de L2 (K) (cf [26]). Ceci définit une
identification fonctorielle entre la catégorie des (g, K)-modules irréductibles uni-
taires et celle des représentations unitaires irréductibles.

Soit µ ∈ P . Soit Iµ l’espace des fonctions f : K → C pour l’action de K à
gauche, telles que f (km) = m−µf (k) , pour tout k ∈ K, pour tout m ∈M, muni
de l’action unitaire de K par translation à gauche et soit Vµ le sous-espace de
Iµ des des fonctions continues et K -finies. Soit λ ∈ a∗C = a∗ ⊗R C. On note
rµ,λ la représentation par translation à gauche sur l’espace Vµ,λ des fonctions
ϕ : G → C continues K -finies pour l’action de K par translation à gauche,
vérifiant ϕ (ghn) = h−(µ⊕(λ+2σ))ϕ (g) , pour tout g ∈ G, pour tout h ∈ MA,
pour tout n ∈ N. L’opération de restriction à K induit un isomorphisme K -
invariant noté θµ,λ de Vµ,λ sur Vµ . Nous ferons l’identification des deux K -
représentations sans préciser l’isomorphisme θµ,λ. De plus, pour tout X ∈ g ,
l’application λ 7→ θµ,λ ◦ rµ,λ (X) ◦ θ−1

µ,λ de R dans End (Vµ) est affine.

Soient δ ∈ P et µ ∈ P tels que le K -module V δ
µ est K -irréductible et non

trivial. Notons U δ
µ,λ = rµ,λ (U (g))

(
V δ

µ

)
. Alors le sous-(g, K)-module U δ

µ,λ possède

un unique sous-(g, K)-module maximal propre W δ
µ,λ; c’est l’union de tous les sous-

(g, K)-modules d’intersection triviale avec le K -module V δ
µ . On notera Qδ

µ,λ le

(g, K)−module quotient V δ
µ,λ/W

δ
µ,λ, l’application quotient qδ

µ,λ : U δ
µ,λ → Qδ

µ,λ et

enfin r̂δ
µ,λ la représentation irréductible dans Qδ

µ,λ.

On notera en particulier r̂µ,λ la représentation r̂µ̃
µ,λ.
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Le théorème suivant est dû à D. Zelobenko (cf [28] et [7] p.39) :

Théorème 3.1. (D. Zelobenko) [28]

(1) Pour tout (g, K)-module irréductible E , il existe µ ∈ P, λ ∈ a∗C, tels
que r̂µ,λ ' E .

(2) Soient µ, µ′ ∈ P , λ, λ′ ∈ a∗C. Alors les représentations r̂µ,λ et r̂µ′,λ′ sont
isomorphes si et seulement si il existe w ∈ W tel que µ′ = wµ et λ′ = wλ.

(3) Soit µ ∈ P. Alors l’ensemble {λ ∈ a∗C, r̂µ,λ = rµ,λ} est un ouvert (c’est
même le complémentaire d’une famille finie d’hyperplans).

Supposons que la représentation r̂δ
µ,λ (resp. r̂µ,λ ) est unitaire : on notera

également r̂δ
µ,λ (resp. r̂µ,λ ) la représentation unitaire irréductible du groupe G

associée.

Séries principales unitaires

Le contenu de ce paragraphe se trouve dans [8] (cf [8] lemme 2 p.61). Nous le
rappelons pour la convenance du lecteur en renvoyant à [8] pour les démonstrations.

Soit µ ∈ P. Soit δ ∈ P+ tel que le sous-espace V δ
µ est K -irréductible.

Soit ξ ∈ V δ
µ tel que ξ 6= 0 et soit 〈, 〉 une forme sesquilinéaire positive (non

nécessairement définie) sur Vµ qui est K -invariante et tel que 〈ξ, ξ〉 = 1. Soit

λ ∈ a∗ ⊗R C. On définit la forme sesquilinéaire B
〈,〉
λ sur U (g) par B

〈,〉
λ (u, v) =

〈ξ, rµ,λ (u∗) rµ,λ (v) (ξ)〉, pour tous u, v ∈ U (g) . Cette forme est évidemment in-
variante, au sens où B (u, vw) = B (v∗u,w) , pour tous u, v, w ∈ U (g) , ce qui
motive sa définition.

Lemme 3.2. [8] (1) Pour tous u, v ∈ U (g) , l’application qui à λ ∈ a∗C associe

B
〈,〉
λ (u, v) est continue.

(2) La forme B
〈,〉
λ est indépendante de 〈, 〉.

Proposition 3.3. [8] La forme B
〈,〉
λ est positive si et seulement si le (g, K)-

module Qδ
µ,λ est unitaire.

Soit δ ∈ P tel que l’espace vectoriel V δ
µ est non trivial et irréductible

en tant que k−module. On notera U δ
µ l’ensemble des λ ∈ a∗ ⊗R C tels que la

représentation r̂δ
µ,λ est unitaire. On notera simplement Uµ = U µ̃

µ .

Corollaire 3.4. [8] L’ensemble U δ
µ est un fermé de a∗ ⊗R C.

Construction d’une famille de champs continus de représentations.
On conserve les notations du paragraphe 3.. Soit T un sous-espace localement
fermé de U δ

µ .

Soit U (g) l’algèbre enveloppante réelle de l’algèbre de Lie réelle g. Soit
U (g) (T ) le produit tensoriel au-dessus de R de l’algèbre enveloppante réelle U (g)
et de la C−algèbre Cc (T ) qui est une C-algèbre. C’est le U (g)−Cc (T )-bimodule
canonique. D’après le paragraphe précédent, il existe une unique structure de
Cc (T )-module préhilbertien sur U (g) (T ) définie par une application Cc (T )-
sesquilinéaire 〈, 〉 : U (g) (T ) × U (g) (T ) → Cc (T ) , telle que 〈a � f1, b � f2〉 (λ)

= B
〈,〉
λ (a, b) f1 (λ) f2 (λ) , pour tous a, b ∈ U (g) , pour tous f1, f2 ∈ Cc (T ) ,

pour tout λ ∈ T. On a 〈a,Xb〉 = −〈Xa, b〉, pour tout X ∈ g, pour tous
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a, b ∈ U (g) (T ) . Soit Eδ
µ,T le séparé-complété de U (g) (T ) pour 〈, 〉, soit Eδ

µ,T

l’image de U (g) (T ) dans Eδ
µ,T par l’application canonique. On dispose ainsi

d’une représentation πδ
µ,T de g dans Eδ

µ,T de domaine Eδ
µ,T .

Proposition 3.5. (1) Il existe une unique représentation πδ
µ,T de G dans

U
(
Eδ

µ,T

)
, telle que d

dt
πδ

µ,T (exp (tX)) = πδ
µ,T (X), pour tout X ∈ g.

(2) Soient λ ∈ T et evλ : C0 (T ) → C le morphisme évaluation en λ. Les
représentations unitaires r̂δ

µ,λ et πδ
µ,{λ} = πδ

µ,T⊗evλ
1 du groupe G sont équivalentes.

Démonstration. Soit λ ∈ T. Soit 〈, 〉λ le produit scalaire K -invariant sur
Qδ

µ,λ tel que 〈q (ξ) , q (ξ)〉λ = 1. L’application θλ : U (g) → Qδ
µ,λ qui à u ∈ U (g)

associe r̂δ
µ,λ (u) (q (ξ)) induit un isomorphisme Sλ de Eδ

µ,{λ} sur Qδ
µ,λ, ce qui munit

Qδ
µ,λ d’une structure de (g, K)-module unitaire puisque λ ∈ U δ

µ (cf [8]). Celle-ci
est (g, K)-équivariante. On notera encore Sλ l’opérateur unitaire fermeture de Sλ.
Soit L le Laplacien de g pour le produit scalaire définie par la forme de Killing et
par θ. Alors l’opérateur r̂δ

µ,λ (L) est essentiellement autoadjoint sur Qδ
µ,λ d’après le

théorème 2.18, puisque r̂δ
µ,λ (C) l’est et donc l’opérateur πδ

µ,{λ} (L) l’est également,
d’après le lemme 2.7. D’après le théorème 2.18, on a un foncteur contravariant qui
à un sous-espace fermé Y de T associe la représentation πδ

µ,Y : G→ U
(
Eδ

µ,Y

)
telle

que πδ
µ,Y (X) = d

dt
πδ

µ,Y (exp (tX)) , pour tout pour tout sous-espace fermé Y de
T, pour tout X ∈ g. Enfin, il résulte encore du lemme 2.7 que l’opérateur unitaire
Sλ induit un isomorphisme entre les représentations unitaires π

{δ}
µ,T ⊗evλ

1 et r̂δ
µ,λ.

Lemme 3.6. Pour tout x ∈ C∗ (G) , on a limλ∈Uδ
µ,|λ|→+∞ ‖πδ

µ,{λ} (x) ‖ = 0.

Démonstration. Notons encore (, ) l’extension C-linéaire à g∗C = g∗⊗R C de
la forme bilinéaire induite par la forme de Killing de l’algèbre de Lie réelle g sur
l’espace dual g∗. Enfin, on voit P ⊂ a∗C comme inclus g∗. Soit C le Casimir de
l’algèbre de Lie semisimple complexe g. Alors on a rδ

µ,λ (C) = (λ+ 2σ, λ+ 2σ) −
(λ+ 2σ, 2σ) pour tout λ ∈ U δ

µ. Pour tout λ ∈ U δ
µ, on a rδ

µ,λ (C) ∈ R, d’où
(λ+ 2σ, λ+ 2σ) = (Re (λ) + 2σ,Re (λ) + 2σ) − (Im (λ) , Im (λ)) et d’après la
proposition 8.21 de [23], la partie réelle de λ reste bornée quand λ ∈ U δ

µ.

Donc on a
lim

|λ|→+∞,λ∈Uδ
µ

|rδ
µ,λ (C) | = +∞.

Or pour démontrer cette formule, il suffit par densité de la démontrer pour tout
x ∈ C∞c (G) . Soient x ∈ C∞c (G) et y = Cx ∈ C∞c (G) . Alors pour tout λ ∈ U δ

µ,
on a ‖πδ

µ,{λ} (x) ‖|rδ
µ,λ (C) | ≤ ‖y‖C∗(G). D’où le résultat.

Suite de composition de C∗ (G).
On note 〈, 〉 le produit scalaire que (, ) défini sur im∗R. Soit (dk)k∈N la suite
strictement croissante telle que ∪k∈N{dk} = {〈µ, µ〉, µ ∈ P}. Soit µ ∈ P+. Notons
pµ ∈ C∗ (K) le projecteur central associé. Soit k ∈ N. On note Ik l’idéal de
C∗ (G) engendré par {pµ, µ ∈ P+, 〈µ, µ〉 ≤ dk}. Plus précisément, l’idéal Ik est
l’adhérence de

{
n∑

i=1

aip
µibi, ai, bi ∈ C∗ (G) , 〈µi, µi〉 ≤ dk}.
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On déduit aisément que la suite (Ik)k∈N est une suite de composition pour C∗ (G)
du fait que l’action de C∗ (K) par multiplication à gauche sur C∗ (G) munit
l’espace de Banach C∗ (G) d’une structure de C∗ (K)-module banachique non
dégénéré.

La loi de réciprocité de Frobenius implique :

Lemme 3.7. Pour tout k ∈ N, on a Îk = {r̂µ,λ, µ ∈ P , 〈µ, µ〉 ≤ dk, λ ∈ Uµ}.

Démonstration. Notons que l’on a une identification

Îk ' {π ∈ Ĝ, inf{〈δ, δ〉, δ ∈ P+, π (pδ) 6= 0} ≤ dk}.

Or, comme par la loi de réciprocité de Frobenius, pour tout µ ∈ P, le poids µ̃
est le plus haut poids de l’unique K -type de r̂µ,λ dont le plus haut poids est de

longueur minimal et comme de plus, d’après le théorème 3.1, pour tout π ∈ Ĝ, il
existe µ ∈ P , λ ∈ a∗C, tels que π ' r̂µ,λ, on a Îk = {r̂µ,λ, 〈µ, µ〉 ≤ dk}.

Soient µ ∈ P et T un sous-espace localement fermé de Uµ. Soient Eµ,T

= Eµ̃
µ,T (cf paragraphe précédent) et πµ,T = πµ̃

µ,T . Soit k ∈ N. Soit Uk = {(µ, λ) ∈
P × a∗C, 〈µ, µ〉 = dk, λ ∈ Uµ}. Soient πk = ⊕µ∈P,〈µ,µ〉=dk

πµ,Uµ et Sk = Uk/W.

Théorème 3.8. La suite (Ik)k∈N est une suite de composition de C∗ (G) dont
tous les sous-quotients sont équivalents au sens de Morita à des C∗ -algèbres com-
mutatives.

Soit k ∈ N. Le morphisme πk réalise une équivalence de Morita en-
tre Ik/Ik−1 et C0 (Sk) , et cette équivalence induit un isomorphisme Ik/Ik−1 '
K⊗ C0 (Sk) si seulement si k 6= 0.

Démonstration. Soit µ ∈ P+. Notons pµ le projecteur minimal (orthogonal)
de C∗ (K) = C∗r (K) sur Cξµ où le vecteur ξµ est un vecteur de plus haut poids de
V µ. Soit 〈, 〉µ un produit scalaire K -invariant sur V µ tel que 〈ξµ, ξµ〉µ = 1. Soit
k ∈ N. Soit Pk =

∑
µ∈P+,〈µ,µ〉≤dk

pµ. Alors l’idéal Ik est l’idéal bilatère fermé de

C∗ (G) engendré par Pk. Soit Ak = PkC
∗ (G)Pk. Soient Ek = ⊕µ∈P+,〈µ,µ〉=dk

Eµ

considéré comme C0 (Uk)-module hilbertien et πk = ⊕µ∈P+,〈µ,µ〉=dk
πµ : C∗ (G) →

L (Ek) . Notons que, par la loi de réciprocité de Frobenius, pour tout (µ0, λ0) ∈ Uk,
on a (PkEk)(µ0,λ0) = PkEµ0,{λ0} = pµ̃0Eµ0,{λ0} qui est de dimension 1. Soient
θk : ⊕µ∈P+,〈,〉=dk

U (g) � Cc (Uµ) → Ek l’application construite au paragraphe
ci-dessus associée à la liste (ξµ)µ∈P+,〈,〉=dk

et θ′k : ⊕µ∈P+,〈,〉=dk
Cc (Uµ) → PkEk

définie par θ′k (f) = θk

(
⊕µ∈P+,〈µ,µ〉=dk

1� fµ

)
, pour tout f =

∑
µ∈P+,〈µ,µ〉=dk

fµ ∈
⊕µ∈P+,〈µ,µ〉=dk

Cc (Uµ) . Alors l’isomorphisme θ′k induit un isomorphisme de C0 (Uk)
= ⊕µ∈P+,〈µ,µ〉=dk

C0 (Uµ) sur PkEk.

Comme pour tout x ∈ C∗ (G) , on a limt∈Uk,t→∞ ‖ (πk)t (x) ‖ = 0 d’après le
lemme 3.6, il résulte que l’on a un isomorphisme C0 (Uk) ' K (PkEk) induit par θ′k.
Modulo cet isomorphisme, d’après le théorème 3.1, on a πk (PkIkPk) ⊂ C0 (Uk)

W .
Soit ζk : C0 (Uk)

W ' C0 (Sk) . Alors on a ζk (πk (PkIkPk)) = C0 (Sk) d’après la
version infinie du théorème de Stone-Weierstrass. D’après le lemme 3.7, le mor-
phisme πk induit un isomorphisme de Ik/Ik−1 sur πk (Ik) = πk (A)πk (Pk)πk (A)
qui est équivalent au sens de Morita à πk (Ak) , d’où la première assertion puis
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πk (Ik) ' K (Ek) . Pour la seconde, il suffit de remarquer d’une part que, comme
l’espace topologique Sk est de dimension finie, tout C0 (Sk)-module hilbertien dont
toutes les fibres sont de dimension séparable infinie est trivial d’après le lemme
10.8.7. de [5], et d’autre part que, pour tout k ∈ N, le module hilbertien Ek a
toutes ses fibres de dimension infinie séparable si et seulement si k 6= 0, puisque les
éléments de Ĝ distincts de la classe de la représentation triviale sont de dimension
infinie.

Sur la structure globale de C∗ (G).
Notons qn =

∑
µ∈P+,〈µ,µ〉≤dn

pµ, pour tout n ∈ N. Soit µ ∈ P. Soit (λn)n∈N une
suite d’éléments de Uµ telle que pour tout n ∈ N, la représentation rµ,λn est
irréductible et qui converge vers λ ∈ Uµ. Alors d’après [4]-[13] :

(T) l’ensemble limn→+∞ r̂µ,λn ⊂ Ĝ est l’ensemble fini des sous-quotients de
rµ,λ (qui en particulier sont unitaires), qu’on notera SQµ,λ, et qu’on considèrera

comme des parties de Ĝ.

Soit X un sous-espace localement fermé de Uµ. Notons r̂µ,X la représenta-
tion construite ci-dessus, et C∗ (G)X le quotient de C∗ (G) isomorphe à

r̂µ,X (C∗ (G)) ,

autrement dit celui dont le spectre est l’adhérence dans Ĝ de {r̂µ,λ, λ ∈ X}.
Supposons que l’espace X est compact et tel que l’application λ→ r̂µ,λ de

X dans Ĝ est injective. Enfin, soient U un ouvert dense de X, tel que pour tout
λ ∈ U, on a r̂µ,λ = rµ,λ, et ∂X = X \ U. Le lemme suivant est une conséquence
directe de [4]-[13].

Lemme 3.9. Le spectre de C∗ (G)X s’identifie à ∪λ∈XSQµ,λ.

Démonstration. Considérons rµ,X,U : L (Eµ,X) → L
(
Eµ,X ⊗C0(X) C0 (U)

)
.

Alors on a rµ,U = rµ,X,U ◦ rµ,X , et comme l’ouvert U est dense dans X, le
morphisme rµ,X,U est injectif et donc on a Ker (rµ,U) = Ker (rµ,X) . Donc on

a ̂C∗ (G)X = X où X = {r̂µ,λ, λ ∈ U}. Posons Y = ∪λ∈XSQµ,λ. Reste à montrer
que Y = X. D’après [4]-[13], on a Y ⊂ X. Soit π ∈ X. Alors comme C∗ (G) est
séparable, il existe une suite (λn)n∈N d’éléments de U telle que π ∈ limn→+∞ r̂µ,λn .
Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite converge vers λ ∈ X.
Alors on a π ∈ SQµ,λ d’après (T), d’où l’inclusion inverse.

Il résulte de la suite de composition (théorème 3.8) que l’ouvert U s’identifie
topologiquement à un ouvert de C∗ (G)X , et plus précisément que l’idéal IU de
C∗ (G)X associé à cet ouvert est équivalent au sens de Morita à C0 (U) . Par
ailleurs, par définition, la C∗ -algèbre C∗ (G)X admet une représentation fidèle
dans L (Eµ,X) dont la restriction à IU est un champ continu de représentations
fidèles.

Proposition 3.10. Les deux premières assertions suivantes sont équivalentes
et si l’une d’entre elles est vérifiée, alors les trois assertions équivalentes qui suivent
le sont :

(1) La C∗ -algèbre rµ,X (C∗ (G)) isomorphe à C∗ (G)X est une sous-C (X)-
algèbre de L (Eµ,X) .
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(2) Pour tout λ, λ′ ∈ ∂X, λ 6= λ′, on a SQµ,λ ∩ SQµ,λ′ = Ø.

(3) La C∗ -algèbre C∗ (G)X est un champ continu sur X.

(4) Le spectre de la fibre de C∗ (G)X en λ ∈ X s’identifie à SQµ,λ.

(5) La C∗ -algèbre C (X) s’identifie à C
(

̂C∗ (G)X

)
, donc à

Z (M (C∗ (G)X)) .

Démonstration. Supposons d’abord que rµ,X (C∗ (G)) est une sous-C (X)-
algèbre de L (Eµ,X) , ce qui munit C∗ (G)X d’une structure de C (X)-algèbre. On

note (C∗ (G))λ la fibre (C∗ (G)X)λ ). Soit θ : ∪λ∈XSQµ,λ → ∪λ∈X
̂(C∗ (G))λ (où

l’union à droite est l’union de sous-ensemble disjoints de C∗ (G)X ). Montrons
que pour tout λ ∈ X, la C∗ -algèbre (C∗ (G))λ a pour spectre SQµ,λ, ce qui
implique (2). Or pour tous λ ∈ X, π ∈ SQµ,λ, x ∈ C∗ (G)X f ∈ C (X) , on
a π (fx) = π (x) f (λ) . Donc l’ensemble θ (SQµ,λ) est inclus dans le spectre de
(C∗ (G))λ , et comme θ est bijective, l’application θ induit une bijection entre
SQµ,λ et C∗ (G)λ . Il en résulte que si (1) est vérifiée, alors (2) et (4) le sont et
de plus, que pour tout x ∈ C∗ (G)X et pour toute suite (λn)n∈N d’éléments de
U convergeant vers λ ∈ X, d’après [4]-[13], on a ‖x‖λ = limn→+∞ ‖x‖λn . Comme
l’ensemble U est dense dans X, l’assertion (3) en résulte.

Montrons que si (2) est vérifiée, alors la C∗ -algèbre C (X) s’identifie à

C
(

̂C∗ (G)X

)
ce qui impliquera (1) d’après le théorème de Dauns-Hofmann et

achèvera la démonstration, et ceci en déterminant le séparé S du dual de C∗ (G)X .
Comme l’espace topologique S est compact séparable, il résulte immédiatement
de (T) que l’application θ induit un isomorphisme topologique entre X et S.

Montrons maintenant comment déduire, grâce à la proposition précédente,
d’informations sur le quotient C∗ (G) /IU noté BX des informations sur C∗ (G)X .

Nous ferons sur le quotient BX l’hypothèse H qui suit : on suppose que
les hypothèses équivalentes de la proposition précédente sont vérifiées et qu’il
existe k ∈ N∗, des sous-C (∂X)-algèbres A1, . . . , Ak de BX telles que BX =∑k

i=1Ai et que, pour tout i = 1, . . . , k, on a un isomorphisme de C (∂X)-algèbre
Ai ' K ⊗ C (∂X) . Notons que pour tout i ∈ [1, k], l’algèbre Ai est stable par
multiplication à gauche et à droite par pµ, pour tout µ ∈ K̂.

Corollaire 3.11. On suppose que l’hypothèse H est vérifiée. Alors il existe un
voisinage compact F de ∂X dans X, et des fibrés hermitiens E1, . . . , Ek de rang
1 sur F \ ∂X, tels que si l’on note E = ⊕k

i=1Ei, et pi ∈ End (E) le projecteur
orthogonal sur Ei, pour i = 1, . . . , k, on a une C (F )-équivalence de Morita entre
C∗ (G)F et la C (F )-algèbre B formée des fonctions f ∈ End (E) , telles qu’il

existe λ1, . . . , λk ∈ C (F ) , telles que limt∈F,t→∂X

(
f (t)−

∑k
i=1 λk (t) pi (t)

)
= 0.

Démonstration. Soient X = X/∂X et q : X → X l’application quotient, et
notons ∞ ∈ X tel que {∞} = q (∂X) . En considérant C

(
X

)
comme sous-

algèbre de C (X) , on munit C∗ (G)X d’une structure de C
(
X

)
-algèbre telle

que (C∗ (G)X)∞ = BX . Soient p′i ∈ Ai, i = 1, .., k, et n ∈ N tels que pour
tous x ∈ ∂X, i ∈ [1, k] le projecteur (p′i)x est un projecteur de rang 1 et

tels que p′i = qnp
′
iqn. La liste de projecteurs orthogonaux (p′i)

k
i=1 ([3] lemme
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2.10) est telle qu’il existe sur un voisinage F compact de ∞ dans X et une
liste de projecteurs orthogonaux (pi)

k
i=1 de la C (F )-algèbre qnC

∗ (G)F qn qui
les relèvent. On se fixe une telle liste et un tel n. Quitte à restreindre F,
comme C∗ (G)X est un champ continu sur X, on peut supposer que les pro-
jecteurs pi sont non nuls en tout point de F. Quitte à restreindre F à nou-
veau, on peut supposer de plus que (p′i)x de rang 1, pour tout x ∈ F, pour tout
i ∈ I. En effet, pour toute suite (xn)n∈F , telle que limn∈N xn ∈ ∂X, et pour
tout f ∈ qnC

∗ (G) qn, on a limn∈Ntr (πxn (f)) =
∑

π∈SQµ,X
tr (π (x)) (cf [4]-[13]),

cette dernière égalité est vrai pour tout f ∈ qnC
∗ (G) qn, puisque l’opérateur qn

agit par un opérateur de rang fini sur Lµ. Soient p′ =
∑k

i=1 p
′
i et p =

∑k
i=1 pi.

Alors on a (C∗ (G)X)∞ p
′ (C∗ (G)X)∞ = (C∗ (G)X)∞ et C∗ (G)F pC

∗ (G)F =
C∗ (G)F . Considérons la C (F )-algèbre B = pC∗ (G)F p. Soit alors a ∈ B.
Soient λ′1, . . . , λ

′
n ∈ C (∂X) tels que pour tout i ∈ {1, . . . , k}, on a p′ia∞p

′
i =

λ′ip
′
i, et λ1, . . . , λk ∈ C (F ) , qui prolongent λ′1, . . . , λ

′
k. Le résultat découle alors

immédiatement du fait que
(
a−

∑k
i=1 piapi

)
∞

= 0, et des deux isomorphismes

suivants succintement introduites C0 (F \ ∂X) (C∗ (G)F ) ' K ⊗ C0 (F \ ∂X) , et
C∗ (G)F pC

∗ (G)F = C∗ (G) .

Remarque : l’hypothèse H est vérifiée dans les deux cas suivants :

• l’espace ∂X est un singleton d’après [4]-[13].

• Il existe ρ1, . . . , ρk ∈ K̂, distincts tels que pour tout i = 1, . . . , k, la classe ρi

intervient avec multiplicité 1 dans L (µ) , et tels que pour tout x ∈ ∂X, on
a |SQµ,x| = k, et dans tout sous-quotient irréductible Q ∈ SQµ,x de rµ,x, il
existe un unique i ∈ {1, . . . , k} tel que la représentation ρi intervient dans
Q. En fait, les constructions qui précèdent de champs continus associés aux
K -types de multiplicité 1, permettent directement de vérifier que l’hypothèse
H est vérifiée et de construire des fibrés Ei triviaux de dimension 1 comme
dans le corollaire précédent, convenants au sens de H sur l’ensemble F \∂X
où F = X, qui dans ce cas, se prolongent au bord.

Annexe : opérateurs pseudodifférentiels elliptiques équivariants sur les
groupöıdes C∞.

Dans cet annexe, on désigne par G un groupöıde C∞ de base G0 compacte.
On fixe un système de Haar dans la classe de Lebesgue (cf [14]); soit C∞c (G) ⊂
Cc (G) les algèbres involutives associées. Soit OPD (G) la sous-algèbre involutive
de M (C∞c (G)) des G-opérateurs pseudodifférentiels classiques G-équivariants à
droite sur G telle qu’elle est définie dans [14], et si p ∈ OPD (G) nous noterons en-
core p l’opérateur densément défini de C∗ (G) dans lui-même de domaine dom (p)
égal à C∞c (G) ; l’adjoint de p dans M (C∞c (G)) sera noté p\ , celui de p au sens
des opérateurs étant naturellement noté p∗ . On a p ⊂

(
p\

)∗
. D’après la section

1.4.1, l’opérateur p est fermable de fermeture noté p qui est C∗ (G)-linéaire.

Lemme 3.12. Soit p ∈ OPD (G) elliptique d’ordre m > 0. Il existe q, r ∈
OPD−m (G) sont tels que 1 − qp = r et pour de tels q, r ∈ OPD−m (G) , on a
dom (p) = Im (q) + Im (r) et p =

(
p\

)∗
.
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Démonstration. L’existence de q et de r est esquissée dans [20]. Comme
les opérateurs q et r sont bornés, les opérateurs p.q et p.r sont fermés donc on
a pq ⊂ p.q et pr ⊂ p.r. Comme on a dom (pq) = dom (pr) = C∗ (G) , on a
dom (p.q) = dom (p.r) = C∗ (G). Donc on a Im (q) + Im (r) ⊂ dom (p) . Soit
(u, v) ∈ G

((
p\

)∗)
. Montrons que l’on a qv = (1− r)u . En effet, soit x ∈ C∞c (G) ,

on a :

〈x, (1− r)u− qv〉 = 〈x, (1− r)u〉 − 〈x, qv〉
= 〈(1− r)\ x, u〉 − 〈q\x, v〉
= 〈(1− r)\ x, u〉 − 〈p\q\x, u〉
= 〈0, u〉

Comme on a u = 1− r (u) + ru = qv + ru , on déduit dom
((
p\

)∗) ⊂
Im (q) + Im (r) ⊂ dom (p) ⊂ dom

((
p\

)∗)
.

D’où l’assertion.

Théorème 3.13. Si l’opérateur p est elliptique, l’opérateur p est un opérateur
régulier.

Démonstration. Gardons les notations du lemme précédent.
Soit T ∈Mor (C∗ (G)⊕ C∗ (G)) défini par T (ξ, η) = (rξ + qη, p (rξ + qη)) , ξ, η ∈
E. Son image est G (p) qui est fermée donc orthocomplémentée, d’après le lemme
23.4 de [22].

Corollaire 3.14. Si l’opérateur p est elliptique, alors on a p\p = p\p.

Démonstration. En effet on a p\ = (p)∗ et l’opérateur p est régulier, on déduit
que p\p = (p)∗ p est autoadjoint régulier, en particulier fermé donc p\p ⊂ p\p . Par
ailleurs, l’opérateur p\p est autoadjoint et régulier. Comme les deux opérateurs
sont réguliers normaux et comme p\p ⊂ p\p , on déduit p\p = p\p .

Lemme 3.15. Soient p et q deux G-opérateurs pseudodifférentiels elliptiques
de même ordre m > 0 alors dom (p) = dom (q) .

Démonstration. Il existe x, r ∈ OPD0 (G) tel que p = xq + r . Donc on a
dom (q) ⊂ dom (p) , par symétrie égalité.

Pour tout m ∈ N, il existe p ∈ OPDm (G) elliptique (cf [20]). Soit un tel
p ∈ OPDm (G) .

Définition 3.16. On note Hm = dom (p) qui est indépendant du choix de p.

Lemme 3.17. Soit q un G-opérateur pseudodifférentiel elliptique autoadjoint
d’ordre m > 0 de symbole principal positif, alors il existe a > 0 tel que Sp (q) ⊂
[−a,+∞[.
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Démonstration. On utilise des G-opérateurs pseudodifférentiels G-équiva-
riants à droite sur G d’ordre demi-entier. On renvoie à [25] pour l’existence
d’un opérateur elliptique autoadjoint q

′ ∈ OPDm
2

(G) tel que q − q′q′ = r avec

r ∈ OPD0 (G) . On a : q + ‖r‖ = q′q′ + (r + ‖r‖) = q′
2

+ (r + ‖r‖) (d’après le
corollaire précédent) qui est régulier autoadjoint positif.

Dorénavant, l’opérateur q aura les propriétés précédentes.

Lemme 3.18. Soit f ∈ C0 (R), alors l’opérateur f (q) appartient à C∗ (G) .

Démonstration. Il suffit de le montrer pour f ∈ Cc (R) . Posons g (x) =

(1 + x2)
−1

. Soit f ∈ Cc (G) . On a f (q) =
(

f
g

)
(q) g (q). Comme on a

(
f
g

)
(q) ∈

M (C∗ (G)) , il suffit de prouver que l’on a g (q) ∈ C∗ (G). Soit x ∈ OPD−m (G)

tel que 1 − xq soit d’ordre α < 0. Comme on a Im
(
(1 + q2)

−1
)
⊂ dom (q) et

x.q ⊂ xq, on déduit :(
1 + q2

)−1
= ((1− xq) + xq)

(
1 + q2

)−1

= 1− xq
(
1 + q2

)−1
+ xQ (q)

(
1 + q2

)− 1
2

On conclut puisque les opérateurs 1− xq et x sont dans C∗ (G) .

Puisque le spectre de l’opérateur q est borné inférieurement, il existe f ∈
Cc (R) tel que Sp (z + f) ⊂ R+∗. Posons b := (z + f)−1 (q) .

Lemme 3.19. Soit p un G-opérateur pseudodifférentiel elliptique de même
ordre m que q. Alors on a pb ∈ Ψ∗ (G) et σ

(
pb

)
= σ(p)

σ(q)
.

Démonstration. Soit x ∈ OPD0 (G) tel que le symbôle σ (x) vaut σ(p)
σ(q)

et

tel que si l’on pose r = p − xq, on a r ∈ OPDα (G) avec α ∈ −N∗. Alors on a
p = x.q + r , donc on a pb = x (z + f) (q) b− xf (q) b+ rb = x− xf (q) b+ rb.

Théorème 3.20. Soit p un G-opérateur pseudodifférentiel elliptique d’ordre
m > 0. Alors on a Q (p) ∈ Ψ∗ (G) et σ (Q (p)) = Q (σ (p)).

Démonstration. Soit q un G-opérateur pseudodifférentiel elliptique autoad-
joint d’ordre m > 0 de symbôle positif tel que l’opérateur r = 1 + p\p − q2 soit
d’ordre α ∈ −N∗ . Soit f ∈ Cc (R) tel que l’on a Sp (z + f) ⊂ R+∗. On a

(1 + p∗p)−
1
2 = 1

π

∫∞
0
λ−

1
2 (1 + p∗p+ λ)−1 dλ

(z + f)−1 (q) =
(
(z + f)2 (q)

)− 1
2 = 1

π

∫∞
0
λ−

1
2

(
(z + f)2 (q) + λ

)−1
dλ

Or on a dom
(
(z + f)2 (q) + λ

)
= dom (q2) = dom

(
q2

)
= dom

(
p\p

)
=

dom (1 + p∗p+ λ).

Donc on a (1 + p∗p+ λ)−1 −
(
(z + f)2 (q) + λ

)−1

= − (1 + p∗p+ λ)−1 (
(1 + p∗p+ λ)−

(
(z + f)2 (q) + λ

)) (
(z + f)2 (q) + λ

)−1
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= (1 + p∗p+ λ)−1 (f 2 (q) + (2zf) (q)− r)
(
(z + f)2 (q) + λ

)−1

Enfin, on a Im
(
(1 + p∗p+ λ)−1) ⊂ dom (p) et l’application qui à λ ∈ R

associe p (1 + p∗p+ λ)−1 est continue à valeurs dans M (C∗ (G)) et prend fait ses
valeurs dans C∗ (G) . Donc on a Q (p)− p (z + f)−1 (q)

= 1
π

∫∞
0
λ−

1
2

(
p (1 + p∗p+ λ)−1) (f 2 (q) + (2zf) (q)− r)

(
(z + f)2 (q) + λ

)−1
dλ .

Comme on a
∥∥∥(

(z + f)2 (q) + λ
)−1

∥∥∥ ≤ λ−1 , λ > 0, l’intégrale est normale-

ment convergente dans C∗ (G); il suffit alors d’appliquer le lemme précédent à pb
où b = (z + f)−1 (q) .
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[3] Blanchard, E., Déformations de C∗ -algèbres de Hopf, Bull. Soc. Math.
France 124 (1996), 141–215.

[4] Delaroche, C., Extensions des C∗ -algèbres, Bull. Soc. Math. France
Mémoire, No. 29. Supplément au Bull. Soc. Math. France 100 (1972).
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