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Résumé. Nous étudions quels opérateurs non bornés dans la catégorie des
C*-modules sont réguliers au sens de Baaj et Woronowicz: nous donnons en par-
ticulier un critere géométrique pour déterminer cette propriété analytique. Nous
en déduisons des champs de représentations de groupes de Lie, en généralisant
la théorie de l'intégration des représentations de 1'algebre de Lie dans des C*-
modules. Ceci nous permet de déterminer une suite de composition pour la
C*-algebre (maximale) des groupes de Lie semisimples complexes simplement
connexes et une équivalence de Morita des sous-quotients de celle-ci avec des
C*-algebres commutatives de spectres liés aux caracteres non unitaires du sous-
groupe de Cartan.
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Introduction

La premiere partie de ce travail est I’étude analytique de la régularité pour des
opérateurs densément définis d’adjoint densément défini dans des modules hilber-
tiens, encore appelés C*-modules.

Soit GG un groupe localement compact muni d’une mesure de Haar notée dg,
et de fonction module A. Soit C, (G) l'algebre involutive des fonctions continues
sur G a support compact a valeurs complexes muni du produit de convolution,
considérée comme sous-algebre involutive dense de la C*-algebre C* (G) dite C*-
algebre (on dit parfois maximale) de G (cf [5] p.270).

Rappelons (cf [10]) qu’étant donnée une C*-algebre A, on appelle A-
module hilbertien (on dit parfois A-C*-module) la donnée d'un A-module a droite
E muni d’une application appelée produit scalaire (,) : E'x E— A telle que pour
tous &,n € E, pour tous a,b € A, on a ({a,nb) = a™(&,nb et (£,&) € AT et
telle que la semi-norme qui a £ € E associe (|[(£,€)|[)*/? est une norme compléte

ISSN 0949-5932 / $2.50 (©) Heldermann Verlag



652 PIERROT

sur E. En particulier, considérons A comme A-module de Banach a droite et le
produit scalaire (,): A x A — A défini par (a,b) = a*b pour tous a,b € A. Ceci
munit canoniquement A d’une structure de A-module hilbertien. Dans le cas ou
A =Cy(X), avec X espace localement compact, les A-modules hilbertiens sont
en correspondance avec les champs continus d’espaces de Hilbert sur X (cf [5]
p.187).

Soient E et F deux A-modules hilbertiens. Un opérateur T" de E dans F
est dit régulier (cf [10] chapitre 9 et 10) s’il est fermé, densément défini ainsi que
son adjoint et si son graphe possede un supplémentaire orthogonal. On appelle
morphisme de F dans F tout opérateur régulier de E dans F partout défini.
Ce sont exactement les opérateurs réguliers continus. Contrairement au cadre
hilbertien, ’adjoint d’un opérateur continu de £ dans F' n’est pas nécessairement
partout ni méme densément défini. On note L (F,F) lespace des morphismes
de E dans F et simplement L (E) I'espace des morphismes de E dans lui-méme
muni de sa structure de C*-algebre. Dans le cas du A-module hilbertien canonique
A, lalgebre L (A) s’identifie canoniquement & 1’algebre des multiplicateurs de A
notée M (A).

Soit B une C*-algebre, soit G un B-module hilbertien. On dit que 7 :
A — L (G) est une représentation de A dans G, si 7 est un morphisme de C*-
algebres de A dans L (G)). Les produits tensoriels £ ® G, F © G se (séparent et)
completent (cf [10] chapitre 4) en des B-modules hilbertiens notés F®, G, F®,G.
A tout opérateur T' fermé de E dans F' densément défini et d’adjoint densément
défini, on peut associer (voir sous-section 1.3.) un opérateur fermé densément défini
ainsi que son adjoint noté 7' ®, 1 ou 7 (7T) de £ ®, G dans F ®, G. Quand T
est régulier, 'opérateur m (T") est régulier et nous montrons (sous-section 1.3.) que
T est régulier si et seulement si pour toute représentation irréductible de A dans
un espace de Hilbert, on a 7 (T%) = 7 (T)". Ceci permet d’obtenir des résultats
globaux de régularité a partir de propriétés d’autoadjonction dans des espaces de
Hilbert.

Les multiplicateurs des sous-algebres involutives denses de A définissent par
fermeture des opérateurs fermés densément définis ainsi que leurs adjoints dans le
C*-module A. Nous étudions en particulier pour un groupe de Lie GG les opérateurs
associés aux éléments de U (g), fermetures des multiplicateurs associés de la sous-
algebre involutive dense C2° (G) de C* (G). En combinant les résultats de [16]
et le critere précédent de régularité, nous démontrons la régularité essentielle des
opérateurs elliptiques de 1'algebre enveloppante (sous-section 1.3).

Soit K (A) l'idéal de Pedersen de A qui est le plus petit idéal bilatere
dense de A. Les multiplicateurs de K (A) font l'objet du travail [12]. Le critere
précédent fournit une démonstration tres simple du fait que les multiplicateurs de
I'idéal de Pedersen définissent des multiplicateurs non bornés (résultat déja obtenu
par S. Baaj, cf [1]), et nous caractérisons les multiplicateurs non bornés ainsi
obtenus (cf théoreme 1.30). Nous décrivons ce que nous appellerons le centre des
multiplicateurs non bornés de A comme le centre de 'algebre des multiplicateurs
de l'idéal de Pedersen (proposition 1.32), ce qui généralise un résultat de Bernat-
Dixmier-Segal ([2], [21]) dans le cas des opérateurs associés aux éléments du centre
de I'algebre enveloppante, et enfin une généralisation du lemme de Schur (théoréeme
1.34) au cadre des C*-modules, en donnant une démonstration qui évite les notions
relatives aux algebres de von Neumann.
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Dans la deuxieme partie, nous définissons les représentations d’une algebre
de Lie dans un module hilbertien, et nous étudions leur intégrabilité, en particulier
de celles des algebres de Lie semisimples dont la restriction a 1’algebre de Lie d’un
sous-groupe compact maximal s’intégrent.

Rappelons que dans le cas d’un espace de Hilbert, une telle étude a été faite
dans [15] essentiellement grace aux deux criteres suivants :

- un opérateur symétrique fermé est autoadjoint si et seulement si il possede
un domaine dense de vecteurs analytiques.

- une représentation de l'algebre de Lie d’un groupe de Lie G simplement
connexe s’integre si le Laplacien possede un domaine dense de vecteurs analytiques.

Nous développons l'analogue de la théorie de Nelson en donnant respec-
tivement les criteres de régularité et d’intégrabilité dans le cadre des modules
hilbertiens.

Nous étudions également la notion de (g, K') — B—module hilbertien, ou B
est une C*-algebre, ol g est une algebre de Lie et ou K est un groupe compact
agissant par automorphismes sur g.

Dans la troisieme et derniere partie, nous déduisons des résultats de struc-
ture de la C*-algebre maximale des groupes de Lie semisimples complexes simple-
ment connexes. La classification des représentations unitaires irréductibles d’un
groupe de Lie linéaire semisimple G simplement connexe de compact maximal K
se ramene a la classification des (g, K')-modules (cf [8] p.59) unitaires irréductibles,
probleme de nature plus algébrique. Il y a deux points essentiels qui permettent
de démontrer cette correspondance classique. D’une part, on démontre qu’étant
donnée une représentation unitaire irréductible de G, tout K-type a une multi-
plicité finie et tout vecteur K -fini est vecteur analytique ce qui munit I'espace des
vecteurs K -finis d’une structure de (g, K')-module irréductible unitaire. Inverse-
ment, on démontre que tout (g, K)-module irréductible unitaire s’intégre en une
représentation unitaire fortement continue du groupe G, qui est irréductible.

Soit G' un groupe de Lie semisimple complexe simplement connexe. Tout
(g, K)-module irréductible s’obtient comme sous-quotient canonique d’une série
principale associée & un caractére (non unitaire) d’un sous-groupe de Cartan H, et
les classes de (g, K)-modules irréductibles unitaires correspondent aux caracteres
pour lesquels un certain “coefficient de matrice” (forme sesquilinéaire sur ’algebre
enveloppante) est positif (voir [8]). En réalisant 1’analogue de la construction
GNS au niveau de I'algebre enveloppante, on obtient ce que nous appelons des
représentations de ’algebre enveloppante ou de I'algebre de Lie dans des modules
hilbertiens associés a des champs continus d’espaces de Hilbert dont nous montrons
qu’elles s’integrent.

Ceci nous permet de démontrer des résultats sur la structure de C* (G).
Rappelons que la C*-algebre C*(G) est postliminaire (cf [5] définition 4.3.1)
et donc possede une suite de composition dont les sous-quotients sont des C*-
algebres a trace continue (cf [5] théoreme 4.5.5 p.94). En considérant la filtration
du dual unitaire de K donnée par la longueur du plus haut poids d’'une part,
un résultat sur la décomposition en K-types des représentations irréductibles
de G qui résulte immédiatement de la description du dual unitaire de G qui
précede d’autre part, enfin d'un résultat non-trivial (cf [23], proposition 7.13)
concernant la géométrie des parametres pour lesquels le sous-quotient canonique
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est unitaire, nous construisons une suite de composition de C* (G) n’ayant qu'un
point limite dont tous les sous-quotients sont équivalents au sens de Morita a des
C*-algebres commutatives et nous réalisons les bimodules hilbertiens d’équivalence
de Morita grace aux représentations dans les champs continus décrits ci-dessus.
Nous concluons par quelques résultats sur la structure globale de la C*-algebre.

Enfin, nous traitons en annexe une étude de la transformée de Woronow-
icz des opérateurs pseudodifférentiels équivariants elliptiques d’ordre strictement
positif sur les groupoides C'* (cf [14]).

Je remercie Saad Baaj, Michel Duflo et Georges Skandalis pour des discus-
sions productives et le rapporteur pour ses remarques concernant la rédaction.

1. Criteres de régularité dans les C*-modules et multiplicateurs

Opérateurs réguliers dans les C*-modules et théoréeme de Stone.

Dans la majeure partie, cette section consiste en des rappels. Les démonstra-tions
que nous incluons concernent principalement les résultats qui n’ont pas encore été
publiés.

Définitions concernant les opérateurs

Soient F et F' deux groupes abéliens. Un opérateur de E dans F' (ou sur F si
E = F) est un morphisme de groupes abéliens défini sur un sous-groupe abélien de
E appelé le domaine de T" et noté dom (T") et a valeurs dans F. On note G (7) son
graphe i.e. le sous-groupe {(z,7T2) € E® F,z € dom (T)} et T : dom (T) — F
ou T : E — F. Pour tout opérateur 7" de E dans F, on note T (x) ou simplement
Tz, pour tout x € dom (7T"), son image par T. Soit S un opérateur de E dans
F. L'opérateur T + S est I'opérateur de £ dans F' défini sur dom (7') N dom (5)
par (T'+S)(x) =T (x) + S (x) pour tout x € dom (T') N dom (S). Soient G un
groupe abélien et V un opérateur de F' dans G. L’opérateur noté V1 ou V.T
est lopérateur de E dans G défini sur {z € dom (7),T (x) € dom (V)} par
(VT) (x) = V(T (z)), pour tout = € dom (T, tel que T (x) € dom (V). Soient
S et T' deux opérateurs de E dans F. On dit quel'ona S C T'si G(S) C G(T).
Soient E et F' deux groupes abéliens topologiques. On munit £F@ F de la structure
de groupe abélien topologique produit. Soit 7" un opérateur de E dans F. On
dit que lopérateur T est fermé si le graphe G (T') est fermé dans F @& F, qu'un

sous-groupe D de dom (T) est essentiel si G (T) = G (Ijp) et que 'opérateur T
est densément défini si le sous-groupe dom (7) est dense dans E.

Définition 1.1.  Soit X un groupe abélien. On appelle groupe abélien a crochet
(2 valeurs dans X) un groupe abélien FE, muni d’un bimorphisme a valeurs dans
un groupe abélien X i.e. d’une application (,) : F x E — X qui, en chaque
variable, est un morphisme de groupes abéliens. Pour tout 7" C FE, on note
T+={2€E {z,y)=0,yeT}

Soient E et F deux groupes abéliens a crochet a valeurs dans X et soit £ @ F
le groupe abélien muni de 'application naturelle somme (,) : (E & F)> — X
qui prolonge sur E? et F? les précédentes et telle que E C F*+ et F C E*L.
On notera de fagon générique Uy € Mor (F @ E,E @& F) l'opérateur défini par
Uo ((y,x)) = (—z,y), pour tout (y,z) € F & E.
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Soit T" un opérateur de E dans F. Si on a dom (T)L = 0, on note T*
Iopérateur défini par G (T*) = U;* (G (T)L>. Si ona F = F, on dit que
I'opérateur T' est symétrique si 7" C T™. On dit que l'opérateur T' est d’adjoint
densément défini si l'opérateur 7™ est défini et densément défini. S’il existe
¢ € Aut (X) tel qu'on a (y,z) = ¢ ({z,v)), pour tout (y,z) € (E & F)2, alors,
pour tout opérateur 1" de E dans F, d’adjoint densément défini, on a T" C T™*.

Si E et F sont de plus munis d’une structure d’espace vectoriel, on dira
qu'une application 7" d'un sous-ensemble de E vers F' est un opérateur si et
seulement c¢’est un opérateur du groupe abélien sous-jacent E vers le groupe abélien
sous-jacent F' et si son graphe est un sous-espace vectoriel.

Régularité des opérateurs dans les C*-modules

Soient A une C*-algebre, soient F et F' deux A-modules hilbertiens. Rappelons
la définition suivante ([1], [27]) :

Définition 1.2.  On dit qu’un opérateur T : E — F est régulier s’il est fermé
densément défini ainsi que son adjoint et s’il vérifie I'une des assertions équivalentes
suivantes :

1. 14+ T*T est d'image dense.
2. 14 T*T est surjectif.
3. G(T)e Uy (G(T*)) =Ea F.

Comme par définition, on a Uy (G (T*)) = G (T)*, la troisidme condition
signifie que le module G (T) est un sous-module orthocomplémenté de E@ F. Pour
la démonstration de 1’équivalence des assertions précédentes, voir [10] chapitre
9. On notera L™ (E,F) l'ensemble des opérateurs réguliers de F dans F et

Mnb (A) = Lt (A A).
Transformation de Woronowicz

Le théoreme suivant est du a S. Woronowicz [27] (voir aussi [17] et [10] Theorem
10.4).

Théoreme 1.3. (1) Soit T un opérateur régulier de E dans F. Alors on
1 —1
a (1+T°T)" € L(E) et dom(T) = Im <<(1+T*T)2> ) Notons Q (T)

lopérateur T((1+T*T)%> . Alors on a Q(T) € L(E,F). De plus, on a

1-Q(T)Q(T)=(1+T"T)" et Q(T)" =Q(T).

(2) Soit Q (E, F) l'ensemble des opérateurs Q € L (E, F) tels que ||Q] < 1,
et 1 —Q*Q est d’image dense dans E. L’application de L™ (E, F) dans Q (E, F)
qui a T € L" (B, F) associe Q(T) € Q (E, F) est une bijection appelée transfor-
mation de Woronowicz.

Un opérateur fermé densément défini ainsi que son adjoint n’est pas nécessai-
rement régulier. Le contre-exemple suivant est du a M. Hilsum.

Exemple : soient T et T, deux opérateurs autoadjoints sur un espace de Hilbert
H, qui coincident sur l'intersection de leurs domaines qui est dense et soit Tj
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lopérateur symétrique densément défini dont le graphe est G (77) N G (1») . Soit
E = H® C(]-1,1]) le C([-1,1])-module hilbertien. Définissons la fonction
i:[—-1,1] = C par i(t) = 1, pour tout ¢ <0, et i (t) = 2, pour tout ¢ > 0. Soit T’
I'opérateur densément défini de F dans F de domaine & = {£ € F, Vt < 0,£(t) €
dom (T1), Vt > 0, £(t) € dom (1)} et défini par (T€) (t) = Ty (£ (t)), pour tous
¢ €&, t €[—1,1]. Evidemment, opérateur T est symétrique. Soit & € dom (7).
Alors on a limy_gs<o (&, (T%),) = (&, (T7),), et comme l'opérateur 7T est
fermé, on a &§ € dom (T3) et (1%¢), = T (). De meéme, on a & € dom (15)
et (T7¢), = T2(&). Dou T* = T. Comme on a Ty C Ty et Ty # Ty, il
existe (§,m0) € Hd H\ (G (To) ® Uy (G (Tp))). Soit (&,m) € E @ E tel que
(1) = (60,10) - Alors on a (&,1) ¢ G(T) & Uy (G (T)) = G (T) & Uy (G (T™).

Ainsi, Uopérateur T est autoadjoint densément défini mais n’est pas régulier.

Définition 1.4.  Soient A une C*-algebre, soit £ un A-module hilbertien. Un
opérateur régulier sur £ est dit normal si on a T*T = TT™.

Remarque : ceci équivaut au fait que 'opérateur @ (") est normal.

Multiplicateurs et théoreme de Stone dans les C*-modules

Le corps k est celui des nombres complexes. Soit A une algebre (sur k). On note
Z (A) son centre.

Définition 1.5.  Soit A une algebre. On appelle multiplicateur de A toute
paire d’applications linéaires (v, d) de A dans A telle que pour tous a,b € A, on
a: ay(b)=19(a)d.

On notera M (A) 'ensemble des multiplicateurs de A que 'on consideérera
comme muni de la structure d’algebre pour 'addition des applications linéaires et
pour la multiplication suivante : (vy,01) (y2,02) = (71 0 72,02 0 01) .

L’application qui a a € A associe (74,0.) € M (A) définie par : 7, (b) = ab,
dq (b) = ba,b € A est un morphisme d’algebre. On conviendra qu’une algebre A
est non dégénérée si pour tout a € A\ {0}, on a v, # 0 et 9§, # 0.

Par la suite, toute algebre sera supposée non dégénérée et sera considérée
comme plongée dans l’algebre de ses multiplicateurs via le morphisme défini ci-
dessus.

Soit A une algebre involutive d’involution antilinéaire f. Soit £ (A) I'espace
des applications linéaires de A dans A.

Définition 1.6.  Soit 7" € L(A). Une application T* € L(A) sera dite ad-
jointe & T si on a b*T (a) = (T* (b)) a,a,b e A
Soit L* (A) T'ensemble des éléments de £ (A) qui possedent un adjoint.

Proposition 1.7.  Soit A une algébre involutive. Soit T € L (A).

(1) Lopérateur T admet au plus un adjoint; s’il en admet un, on note cet
adjoint T*. L’opérateur T admet T comme adjoint.

(2) L’espace L*(A) est une sous-algébre de L (A). L’application qui a
T € L*(A) associe T*, la munit d’une structure d’algébre involutive compatible
avec celle de A.

(3) L’application qui a T € L* (A), associe (T,jj oT*o jj) identifie l’algébre
L*(A) a Ualgébre involutive des multiplicateurs de A.
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Démonstration. (1) On considere ¢ : Ax A — X ou X = A et ¢(a,b) =
a*b,a,b € A. Alors opérateur S de L (A) est adjoint de T si et seulement si il
I'est au sens de la fin de la section I.1. avec £ = F' = A et ’assertion en résulte.
(2) On vérifie aisément que pour tous 71,7, € L* (A), 'opérateur T} f + Tg
est I'adjoint de T} 4+ T, et que 'opérateur TlﬁTzli est l'adjoint de T57T;.
(3) Soit T € L*(A). Alors pour tous a,b € A, on a (f0T* 04 (b))a

= (T* (bﬁ))ﬁa = b(Ta). Donc on a (T,ﬁ oTﬁoﬁ> € M (A). Réciproquement, soit

(v,0) € M (A). Alors pour tous a,b € A, on a by (a) =6 (V)a = <5 (bﬁ)ﬁya.

Donc on a fodof =% [ |

En particulier, I'algebre M (A) est ainsi munie d’une structure d’algebre
involutive compatible avec celle de A. Dans le cas ou on désigne par A une
C*-algebre, on notera M (A) la C*-algebre obtenue en munissant M (A) de la
norme d’opérateur (il résulte aisément du théoreme de Banach-Steinhaus que tout
multiplicateur est continu et on vérifie trivialement la complétion de M (A)). Son
involution est notée * comme celle de A.

Soit X un espace localement compact. On vérifie immédiatement que le
plongement de I'algebre Cj, (X) des fonctions continues complexes sur X bornées
dans l'algebre M (Cy (X)) des multiplicateurs de 1'algebre Cy (X) des fonctions
continues complexes sur X tendant vers 0 a l'infini comme idéal dans 1’algebre
Cy (X) dans lalgebre des fonctions continues bornées sur X induit une isomor-
phisme canonique entre Cj, (X) et la C*-algebre M (Cy (X)) .

Définition 1.8.  On dira qu’'une action d’'une algebre de Banach A sur un
espace de Banach E définit une structure de (A-)module de Banach sur E (ou
A-module banachique) s’il existe une constante C' > 0 telle que |a.e|| < C||all|le]],
pour tous a € A, e € E. Un module de Banach sur une algebre de Banach A est
dit non dégénéré si I'espace vectoriel engendré par {a.e,a € A,e € E} est dense
dans F.

Lemme 1.9.  Soit A une algébre de Banach munie d’une unité approchée bor-
née. Soit E un A-module de Banach non dégénéré. Alors il existe sur E une
unique structure de M (A)-module de Banach compatible avec la structure de A-
module de Banach sur E.

Démonstration.  Soit (u;),.; est une unité approchée bornée (cf [22], chapitre
15). Soit m € M (A). Soient a € A et e € E. Alors on a lim;e; (mu;) . (a.e) existe
dans F et vaut (m (lim;e; (u;a)) .€). Soit C' € RY™* tel que |la.e|| < C|lalllle]|, pour
tout a € A, pour tout e € E. Il s’ensuit que le filtre (mu;),.; converge sur un
sous-espace vectoriel dense de E et que, comme cette famille d’opérateurs sur E
est uniformément bornée par C||m||, la limite forte sur E lim;c; mu; existe et
est un opérateur de norme inférieure a C||m/||. On vérifie immédiatement que cela
définit une structure comme dans 1’énoncé. |

Soit £ un Cj (R)-module banachique. Pour s € R, on note 95 € C, (R) la
fonction définie par 9, (t) = €', pour tout ¢ € R.
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Lemme 1.10. (1) Pour tout x € E, Uapplication de R dans E qui a s € R
associe ,.x est continue de R a valeurs dans E.

(2) Soit f une fonction dans l'espace de Schwarz S (R) et soit f sa trans-
formée de Fourier qui est intégrable et telle que f = %fRf(s) Ys. Pour tout

ve€ B, ona fao=1lim, w5 f[fn,n] f(s) thy.ads.

(3) Soit F' un sous-espace de Banach de E. Les deuz assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le sous-espace F' est un sous-Cy (R)-module Banachique.

(ii) Pour tout s € R, on a psF C F.

Démonstration. (1) Comme |[¢)s(z)| = ||z||, pour tous s € R,z € E, on
se rameéne comme précédemment au cas ou z = a.e, avec a € Cy(R) et e € E
et I'assertion résulte alors du fait que 'application qui a s € R, associe 1.a est
continue de R a valeurs dans Cj (R).

(2) Comme f € L'(R), pour tout f € S(R), on peut & nouveau se
ramener au cas ou ¢ = a.y, avec a € Cy (R),y € E. Alors pour tout s € R, on a
Vst = (s.a).y. Orona f.a= 5 lim, .o f[_n’n] f (t)¢b.a, pour tout f e S (R),
d’ou l'assertion en appliquant a e a 1’égalité précédente.

(3) Soit (u;),c; une unité approchée bornée de Cy (R). Si (i) est vérifiée,
alors on a f = limyesu;.f, pour tout f € F, pour tout b € C,(R), et donc
b.f = limer (bu;).f € F. D’ou (ii). Inversement, soit = € I tel qu'on a ¢,.x € F,
pour tout s € R. Alors on a f.x = % fRf(s) Vs.xds € F, pour tout f € S(R).
Comme le sous-espace vectoriel S (R) est dense dans Cy (R), l'espace Cj (R).x
est inclus dans F. Donc ii) implique i). ]

Rappelons que l'identification de groupes topologiques localement compacts
entre R et son dual unitaire induit une identification canonique entre C* (R)
et Cp(R). On obtient ainsi des équivalences de catégories entre la catégorie
des représentations unitaires fortement continues de R dans les C*-modules, la
catégorie des représentations non-dégénérées de la C*-algebre C*(R) dans les
C*-modules, et la catégorie des représentations non-dégénérées de la C*-algebre
Co (R) dans les C*-modules. Toute représentation non dégénérée de Cy (R) dans
un C*-module E munit 'espace de Banach E d’une structure de Cj (R)-module
banachique (pour la constante C' = 1), et donc d’apres le lemme qui précede,
d’une structure de Cj (R)-module banachique. Soit A une C*-algebre, soient
E et F deux A-modules hilbertiens et soit T un opérateur de E dans F. Soit
q : R —]—1, 1] 'homéomorphisme défini par ¢ (t) = ¢ (1 + t2)71/2 ,t € R. Soit T un
opérateur régulier autoadjoint normal sur E. Alors 'opérateur @ (T") de L (E) est
autoadjoint de spectre contenu dans [—1,1]. En considérant Cj (] — 1, 1[) comme
plongée dans C' ([—1,1]), on pose f(T) = (foq ") (Q(T)) pour f € Cy(R), et
f.6 = f(T)(€), pour tout £ € E. Comme 'opérateur (1 —Q?)(T) =1—Q(T)?
est d'image dense, et comme 1 — Q*(T) € Cy (R), ceci définit sur E une struc-
ture canonique de Cy (R)-module banachique non dégénéré et donc une structure
canonique de Cj (R)-module banachique. Pour f € Cy (R), 'opérateur noté f (T')
et défini par f (T) () = f.£, pour tout £ € E, appartient a L (F).

Le théoreme suivant constitue la généralisation au cadre des C*-modules
du théoreme de Stone (théoreme 24.15 de [22]).
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Théoréme 1.11.  Soit A une C*-algebre, soit E un A-module hilbertien.

(1) Soit T un opérateur régulier autoadjoint de E dans E. L’application
t — 1y (T) est une représentation unitaire fortement continue du groupe localement
compact R dans E.

(2) Pour toute représentation unitaire fortement continue U : R — U (E),
il existe un unique opérateur réqulier autoadjoint T' de E dans E tel que U (t) =
U (T), pour tout t € R. Son graphe G (T) est l'ensemble des couples (x,y) €
E@E tels que t — U (t) x est dérivable en 0 de dérivée iy.

La proposition suivante généralise un résultat classique et m’a été indiquée
dans le cadre des modules hilbertiens par S. Baaj et G. Skandalis.

Proposition 1.12.  Soit T' un opérateur régulier autoadjoint agissant dans un
C*-module E. On suppose que le sous-espace D de dom (T') est dense et invariant
par le groupe a un paramétre associé a lopérateur régulier a T. Alors [’espace
vectoriel D est un domaine essentiel pour T .

Démonstration.  On considére E comme muni de la structure de Cp (R)-
module banachique, définie par f.£& = f(T)(£), pour tous f € Cy(R), £ € E
et E & E de la structure somme. Alors le graphe G (T) est un sous-Cp (R)-

module banachique de E @ E. D’apres le lemme 1.10 (3), le graphe G = G (T|D)
est un sous-Cy (R)-module banachique de G (T") . L’application 6 de E dans G (T)

qui a ¢ associe ((1 +12) e T (1412 f) est un isomorphisme de Cj (R)-
modules banachiques. En identifiant £ et G (T') par cet isomorphisme, la restric-
tion p; a G de la premiere projection s’identifie a 'opération de multiplication par
q € Co (R) définie par ¢ (t) = (1 + t2)71/2 , pour tout ¢t € R. Comme le sous-espace
vectoriel p; (G) est dense dans F, 1'espace vectoriel ¢G est dense dans G (T), et
donc le sous-espace vectoriel G de G (T') qui contient ¢G, est. [

Composition et régularité.

L’objet de cette partie est de ramener divers problemes concernant les opérateurs
non bornés dans les C*-modules au cas ou le C*-module est le C*-module canon-
ique associé a la C*-algebre, ceci en changeant de C*-algebre. Ceci fait intervenir
la notion de composition des modules hilbertiens et la notion correspondante de
composition d’opérateurs que nous étudions dans le cas des opérateurs A-linéaires
continus (lemme 1.14), et d’opérateurs densément définis fermés ainsi que leur
adjoint (lemme 1.15). Enfin, nous donnons un critere de régularité en terme de
composition (théoreme 1.18).

Soit A une C*-algebre. Soient E et F' deux A-modules hilbertiens. On
notera K (E, F) (resp. K(F) quand F = F) le L(F) — L (F)-bimodule des
opérateurs compacts de E dans F (cf [10]) (resp. de E dans F) inclus dans
L(E,F) (resp. dans L(FE) quand F = F') qui en tant qu’espace vectoriel
est 'adhérence de l'espace vectoriel engendré par {6¢,,& € F,n € E} (resp.
{0¢, 6 € E,p € E}) ou on définit 0, € L(E,F) par 6, () = &(n,(), pour
tous £ € F' (resp. £ € E), ne FE, (€ E.

Soient £ un A-module hilbertien et F' un B-module hilbertien. On dit que
F est un A- B-bimodule hilbertien (de représentation structurale ) si on se donne
m:A— L(F). On rappelle que E®4 F' (qu'on note également £ ®, F') désigne
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le B-module hilbertien en séparant-complétant le produit tensoriel algébrique
E ® F (sur C) muni de la structure préhilbertienne définie par (£ ® u,n ® v) =
(u,m({&,n))v), pour tous &,n € E,u,v € F. Pour de tels vecteurs, on note £ ® u
I'élément associé dans E ®4 F. De plus, pour tout 7' € L (E), il existe un unique
élément de L(E®4 F) noté T ®, 1 ou 7 (T) tel que 7 (T)(E®@v) =T (&) @,
pour tous { € E, v € G, eton a |7 (T) | < ||T].

Lemme 1.13.  Soit A une C*-algebre et soit E un B-module hilbertien. Soit
m: K(E) — L(E) la représentation naturelle qui induit une identification na-
turelle notée encore m entre K(E) ®, E et E définie par (T ® &) =T (§) € E,
pour tous T € K(FE), & € E.

(1) L’application ¢ qui a un sous-K (E)-module hilbertien G de K (E) ®
K (E) associe le sous-A-module hilbertien G @, E de E @& E, est une bijection
d’inverse notée x.

(2) L’application ¢ induit par restriction une bijection, notée encore 1,
d’inverse notée encore x, entre l’ensemble des graphes d’opérateurs fermés (resp.
et densément définis) sur K (E) et l’ensemble des graphes d’opérateurs fermés
(resp. et densément définis) sur E.

(3) Soit T un opérateur fermé sur E. Alors on a x (G(T)) = {(k1,k2) €
K (EYGK (E), ko = Tky}. De plus, Uopérateur T admet un adjoint si et seulement
si lopérateur x (T) en admet un aussi. On a alors x (T)* = x (T*). De plus,
Vopérateur T' est continu si et seulement si x (T') est continu et dans ce cas, ils
ont méme norme.

Démonstration. (1) Soit E* = K(F, A) considéré comme A-K (E)-bimo-
dule hilbertien. Soit Jg l’idéal bilatere fermé de A engendré par I’ensemble
{{&n),&,n € E}. Soit y l'application qui a un sous-module hilbertien F de
E & E associe x (F) = F ®4 E* considéré comme sous-K (E)-module hilbertien
de K(EF)® K(FE). Alors, on a x (¢ (G)) = G, pour tout sous-K (F)-module
hilbertien G de K (E)®K (E) . Pour tout sous- A-module hilbertien F' de E® E,
ona(x(F))=FJg=F.

(2) Soit G un sous-module hilbertien de K (F) & K (F) qui est un graphe.
Soit n € E tel que (0,7) € ¥ (G). Alors (0,0,,) € x (¢ (G)) = G. Comme G est
un graphe, on a 6,, = 0 et n = 0. Donc 'espace vectoriel ¥ (G) est un graphe
fermé. Réciproquement, soit G un sous-module hilbertien de E & E qui est un
graphe. Soit (0,k) € x(G). Alors on a 0® k(E) C G donc on a k(E) =0 et
k = 0. Donc l'espace vectoriel k(G) est un graphe. Les autres assertions sont
triviales.

(3) Soit Gr = {(k1,k2) € K(E) ® K(F),ky = Tk} qui est le graphe
d’un opérateur K (FE)-linéaire fermé. Trivialement, on a ¢ (Gy) C G (T), donc
Gr C x(G(T)) et par définition x (G (T)) est la fermeture d’'un module inclus
dans G donc on a x (G (1)) C Gy d’ou x (G(T)) = Gp. L'opérateur T' admet
un adjoint si et seulement si (dom (7)) = 0. Supposons dom ()" = 0. Alors
pour tout k € dom (x (T))" = {k € K(E),k*k = 0,k; € dom (x (7))}, on a
(k& ki) =0,k € dom (x (1)) ,n € E,§ € E donc (k&,n) =0, n € dom(T),{ €
E donc k = 0.

Finalement, on a dom (x (7)) = 0. Réciproquement, si (dom (x (T)))*

0, alors pour tous ¢ € (dom (T))", n € E, on a ¢, € (dom(x(T)))" ca
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(O, (0) , k1C) = (0, k2() = 0, pour tous (ky, k2) € G(x(T)),0,( € E, donc £ =0,
et (dom (T))" = 0.

Par définition, on a G (x (T%)) = {(k1,k2) € K(E) ® K(E) ko = Tk}
C G(x(T)"). De plus, on a (k3, k4) € G (x (T)") si et seulement si kjks = kjk,
pour tout (ki,k2) € G (x(T)), si et seulement si (n, kika&) = (n, kjki&), pour
tous (ki,k2) € G (x (T)),&,n € E, si et seulement si (ksn, ko&) = (kan, k1§), pour
tous (ki,ko) € G(x(T)),&,n € E, si et seulement si (kyn, &} = (ksn, TE), pour
tous £ € dom (T') ,n € E (car x (¢ (G (T))) = G(T)) si et seulement si ky = T* ks
(aisé) soit (ks, ks) € G (x (T7)).

I est aisé que ||x (7)) ] < ||T||. Dans l'autre sens, soit & € dom (T") tel

que [|¢]| = 1. Alors on a b ¢ € dom (x (1)) et on a [[x (T) (Oere) | = [|0rer¢l
= ||IT¢|]*. Comme on a |0 r¢| < || T¢| pour tout & € dom (T'), on a ||x ()| >
IT¢] et finalement ||x (T) | = [T .

Lemme 1.14.  Soient E et F' deux A-modules hilbertiens. Soit T : E — F un
opérateur A-liné€aire continu.

(1) Soient &, ....& € E. Alors ((§,&))pere < TP (6260 i gpere €
e

(2) Soit G un B-bimodule hilbertien et soit m: A — L (G) un morphisme.
Alors il eziste un unique opérateur noté T®,1 ou w7 (T): EQ, G — F®,G défini
par ™ (T) (£ ® g) = TE®yg, pour tous € E, g € G. De plus, on a ||7 (T) | < ||T.

M, (A)

Démonstration.  Supposons d’abord F = F = A. Soit &,...&, € A. Soit
(ur)yen une unité approchée de A de norme < 1 de sorte que pour tout i €
I = {1,...,n}, on a limyuy& = &. Alors on a (& (Tuy)" (Tun) &) i jyerr <
IT))? (&&) (i jyerz » Pour tout A € A. Or comme T est continu, pour tout i €
{1,...,n}, on a lim)T (u\&) = TE. D’ou I'inégalité cherchée. Passons au cas
général. Quitte a remplacer E et F, par E @ F, on peut supposer que E =
F. Soit T = x (T) Vopérateur associé sur K (E) (cf lemme 1.13). Pour tout
i=1,...,n, soit n; € E, tel que & = n;(n;,m;) (d’apres la proposition 19.7 de
[22], un tel n; existe) et soit k; = 0 € K(F). Alors, par ce qui précede,

NisNi
on a <<T/€17T/€j>)(i’j)€[2 < NT? (K kj) s jyerz et done on a ((T€, TE)); jyere =
((nz‘,<Tk5i,Tkj>77j>>(i’j)612 < TP (s K5 Km0 o jyers = NT1P (& 60 i jyere - L
seconde assertion résulte aisément de la premiere. |

Lemme 1.15.  Soit A une C*-algébre et soient FE et F' deuxr A-modules hilber-
tiens. Soit T un opérateur de E dans F fermé densément défini ainsi que
son adjoint. Soit B une C*-algebre, soit H wun B-module hilbertien et soit
m:A— L(H) une représentation. Alors on a :

(1) Le module G (T) ®, H est le graphe d’un opérateur fermé densément
défini sur E @, H dont adjoint est densément défini, et qu’on note 7 (T') (ou
T®:1).

(2) On a w(T*) C (7 (T))". Silopérateur T est régulier, alors l'opérateur
7 (T) est régulier; d’autre part, on a (7 (T))" =7 (T*) et Q (7 (T)) =7 (Q(T)).
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(3) Si lespace vectoriel D est un domaine essentiel pour T, alors l'image
du produit tensoriel algébrique de D et de H dans E ®,; H est un sous-espace
essentiel pour w(T) .

(4) En général, on a |7 (T) || < ||T|| et si le morphisme 7 est injectif, alors
on a |T|| = = (T) | € R* U {+o0}.

(5) Soit 7 : B — L (K) une représentation de B dans un module hilbertien
K. Alors ona ' (n(T)) =7n'on(T), ou n'om: A— L(H ®, K) est défini par
mom(a) =7 (a) @ 1 pour tout a € A.

Démonstration. (1) Comme I'image du produit tensoriel algébrique de
dom (T') et de H dans E ®, H est contenue dans dom (7"), l'opérateur T est
densément défini. On a G (T) ®, H L Uy (G (T*) ®, H). Or I'image par la pro-
jection orthogonale sur F' ®, H de Uy (G (T*) @, H) est dense. Donc "opérateur
G (T) ®, H est le graphe d'un opérateur 7 (7") fermé densément défini ainsi que
son adjoint.

(2) On a m (T*) C (7 (T))" et en particulier, Popérateur 7 (T')* est densé-
ment défini. Sil'opérateur 7" est régulier, alors on a G (T') & Uy (G (T%)) = EGF,
doncona G (T)®,HeUy (G(T*)®, H) = (E® F)®, H. Donc l'opérateur « (T)
est régulier et on a 7 (T*) = (7 (T'))" . Soient S = 14+T*T et Sy, = 1+7 (T)" 7 (T)
les opérateurs réguliers autoadjoints respectivement sur E et F ®, H. On a
7(S) C Sy et par normalité, on a S, = 7(5). Comme 7 (S7/2) est borné,
Popérateur m (T') 7w (S™2) est fermé et on a 7 (Q(T)) C = (T)w (S72), et
comme 7 (Q (T')) est borné, on a Q (7 (1)) = (Q (1)) .

(3) Comme G (Tjp) est dense dans G (T'), I'image du produit tensoriel de
G (Tip) et de H est dense dans G (T') @, H = G (m (T)).

(4) On peut supposer que E = F. Sion a ||T|| < 400, alors 'opérateur
T € L(F) et le résultat resulte de l'égalité (7 (T))* 7 (T)+ (7 (S))" 7 (S) = ||T|?
ou S =+/|T||?—T*T € L(E). Supposons qu'on a ||T|| = +oo. Pour tout n € N,
soit &, € E, tel que ||&,]] § 1 et ||TE,|| > 2n, puis g, € H, tel que ||g,]| <1,
(g, (760, 7€) gu) | 2 . Alors on a €, @ gall < 1 et 7 (T) (0 © ga) || = n.
Donc on a ||7 (T) || = +oc.

(5)Ona (G(T)®, H) @y K ~ G(T) Quon (H @ K) par composition des
modules hilbertiens. [

Remarques : 1. Pour un opérateur T densément défini fermé, il est faux en
général que le module G (T') ®, G soit un graphe. Soient A = C'([0,1]), E = A,
= (5(]0,1)) et S € L(E,F) lopérateur injectif d’image dense défini par
(SE) (t) = t&(t), pour tout €& € F, pour tout ¢ € [0,1]. Soient T = S~ et
m: A — C I’évaluation en 0. Alors 'opérateur T' est densément défini fermé mais
ona G(T)®, G = 0@ C nest pas le graphe d'un opérateur de F @, C dans
E®,C.
2. Sous les hypotheses du lemme, on a 7 (T%) C (7 (T))". En général,
il n’y a pas égalité. Soit T l'opérateur de 'exemple de la section 1.2, soit w :
C([-1,1]) — C Ulévaluation en 0. Alors on a « (1) = n(T) = Ty # T
= (7 (T))". En fait, c’est I'obstruction pour étre un opérateur régulier, comme
nous allons maintenant le montrer.
Dans la proposition et le corollaire qui suivent, pour tout = € A (cf [5]
p.60), on désigne par H, l'espace d’une représentation irréductible unitaire fixée
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de A de classe 7.

Proposition 1.16.  Soit A une C*-algeébre. Soient E et F deur A-modules
hilbertiens avec E C F. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E=F

(ii) K(E,F) =K (F)

(iii) Pour toute représentation irréductible m: A — L (H,), on a E®, H,
=F®; H;.

Démonstration. (i) = (iii) est trivial. Montrons (iii) = (ii). Supposons par
I'absurde que (iii) est vérifiée et que K (E, F') # K (F'). Alors I'idéal [ = K (E, F)
est un idéal a droite fermé strict de K (F'). D’apres [Pe, 3.13.5], il existe un état
pur ¢ de K(F) tel que pour tout € I, on a ¢ (zz*) = 0. Soit (my, Hy) la
représentation GNS de ¢, soit {, le vecteur unitaire associé et soit 7 : A — L (H,)
la (classe de) représentation irréductible de A telle que, a isomorphisme pres, la
représentation 7 est isomorphe a id ®, 1. Comme on a £ ®, H, = F ®, H;, la
restriction a I de la représentation 7, est une représentation non dégénérée. Soit
(ur)yen une unité approchée bornée positive de I de norme inférieure ou égale
a 1. Comme K (F) agit de facon non dégénérée sur F @, H, = F @, H,, le
filtre (7 (ux))ycp converge fortement vers 1 et donc le filtre ((§4, 7g (un) (£4))) ren
converge vers 1. Mais pour tout A € A, on a (&, 7 (uy) (&) = @ (un) = 0.
D’ou contradiction. Enfin, (ii) = (i) puisque si (ii) est vérifiée, on a K (F, E) =
K(E,F)=K(F) et F C K(F)(F) =K (F,E)(F) C E. "

Corollaire 1.17.  Soit A une C*-algebre. Soient E,F,G trois A-modules
hilbertiens avec E C G et ' C G. Alors on a E = F si et seulement si on a
E ®, H, = F ®, H, pour toute représentation irréductible m : A — L (H,).

Démonstration. Soit H = E+ F. Alors on a F = F si et seulement si
E = H et F = H, et pour toute représentation irréductible 7 : A — L (H,), on a
E®.H, = F®,H, sietseulementsi FR, H, = HQ, H, et FR,H, = HR, H,.
11 suffit alors d’appliquer la proposition précédente. [ ]

Théoreme 1.18.  Soit A une C*-algebre. Soient E et F deur A-modules
hilbertiens.

(1) Soient Ty C Ty deux opérateurs fermés de E dans F densément définis
ainsi que leurs adjoints. Alors on a Ty = Ty si et seulement si on a w (11) = 7 (T3),
pour toute représentation irréductible w: A — L (H,).

(2) Soit T un opérateur fermé densément défini de E dans F. Soit T* un
opérateur fermé densément défini inclus dans T . Alors l'opérateur T est régulier
si et seulement si on a m(T*) = (7 (T))*, pour tout # € A, et on a T* = T*
st et seulement si on a ™ (Tﬁ) = 7 (T*), pour toute représentation irréductible

m:A— L(H,)

Démonstration. (1) On a T} = T5 si et seulement si G (17) = G (T3) . 1l suffit
d’appliquer le corollaire 1.17.
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(2) Si Vopérateur T est régulier, l'opérateur m (7") est régulier d’adjoint
7 (T*) . Considérons la réciproque : soit T% C T* fermé tel que pour tout 7 € A,
ona 7 (T%) = (T)*. Soit Ey =G (T)@U, (G (T*)) C E® F. Soit © € A. Alors
ona By @, H, =G (7 (1)) ® Uy (G (7 (T%))) = (E® E) @ Hy. Donc d’apres la
proposition 1.16, on a Fy = EF ® FE, ce qui équivaut a dire que 'opérateur T est
régulier d’adjoint T*. [ |

Exemples d’opérateurs fermés densément définis ainsi que leur adjoint.

Opérateurs définis sur des modules préhilbertiens

Une fagon usuelle de construire des modules hilbertiens est de compléter des mod-
ules préhilbertiens (voir la proposition qui suit) définis sur des sous-algebres in-
volutives denses de C*-algebres. Les opérateurs partout définis ainsi que leurs
adjoints sur ces prémodules préhilbertiens définissent de facon naturelle des exem-
ples comme dans le titre.

Définition 1.19.  Etant donnée une C*-algébre A sur k, lalgébre notée A
dite unitarisée de A est I’algebre d’espace vectoriel sous-jacent A @ k de structure
multiplicative définie par (a @A) (b ® ) = (pa + Ab+ ab, ) ,a,b € A\, pu € k.

Définition 1.20.  Soient A une C*-algebre et A une sous-algeébre involutive
dense de A d’unitarisée A. On appelle A—module préhilbertien la donnée d'un
A-module a droite £ muni d’une application (,): & x &€ — A telle que :

e pour tout n € &, 'application de & dans A qui a § € &, associe (n,§) est
A—linéaire a droite.

e pour tous &7 € &, (§,n) = (1,§)"
e pour tout £ € £, (£,£) € AT,

Rappelons (cf proposition 19.5 de [22]) :

Proposition 1.21.  Soit € un A-module préhilbertien. L’application qui a
€ € & associe ||(€,€)||'/? est une seminorme sur €. Soit E le séparé-complété.
L’application (,) s’étend par continuité en une application de E x E dans A,
laction de A sur € s’élend par continuité en une action a droite de A sur E ce
qui munit E d’une structure de A—module hilbertien.

On dira que E est le A-module hilbertien associé a £ et on notera j : £ — F
I’application canonique.

Lemme 1.22. Soient & et E deux A-modules préhilbertiens. Soient Ep et
E5 les A-modules hilbertiens associés. Soit F' un A-B-bimodule hilbertien. Soient
Ty : & — & et Ty : E — & des opérateurs tels que (n, T1&) = (Ton, &), pour tous
e &, ne&. Alors les opérateurs Ty et Ty sont A-linéaires. Soient Gy et Go
[image de leurs graphes par les applications canoniques de £ & E; dans E1 & Ey
et de E;DE, dans E,® Ey. Alors les espaces G @, F et Go®, F sont les graphes
de deux opérateurs notés m (7_’1) et ™ (Tg) fermés densément définis A-linéaires

tels que w (Tg) C (7r (Tl))*
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Démonstration. Ona G, L U, (G_g) et comme la projection orthogonale de
Gy sur Ej est dense, espace G est un graphe. De méme, I'espace G (T3) est
un graphe. Si les suites (&,),cn €t (@n), ey Sont respectivement a valeurs dans &
et A, telles que lim,ey (&, T16,) = ({,Tl(f)) e (Tl) et lim,ena, = a € A,
alors on a lim,ey (§nan, T1 (€nan)) = (fa,Tl(ﬁ) a) eG (Tl) . Donc les opérateurs

T, et de méme Ty sont A-linéaires. Comme on a Gy L U, (Gg) ,ona G ®, F L
Uy (G_Q) ®, F. D’ou I'assertion. n

Opérateurs associés aux éléments de I'algébre enveloppante de I’algébre de Lie et
représentations unitaires

Supposons que l'algebre A est une sous-algebre involutive dense d’'une C*-algebre
A. D’apres la proposition précédente, et d’apres le paragraphe précédent, est
associé a tout T € M (A), un opérateur de A dans A fermé densément défini
A-linéaire ainsi que son adjoint. Nous le noterons 7.

Soit G un groupe de Lie. Son algebre de Lie est notée g, et l'algebre
enveloppante de celle-ci est notée U (g). Enfin, on note f§ l'antiautomorphisme
canonique de U (g), qui sur g vaut —id. Soit A = C(G) considérée comme
sous-algebre involutive dense de C* (G) notée A. On note encore f la restriction
de I'involution canonique de A a A.

Lemme 1.23.  Soit X € U(g). L’application Ly : A — A quid f € A associe
Xf € A appartient a L*(A), et Uapplication qui a X € A associe Lx est un
morphisme d’algébre involutive qui est injectif, quand dim (G) > 0.

Démonstration. Il suffit de le montrer pour X € g. Soit &,n € A. Soit
t € R. Alors on a & exp (tX)n = (exp (—tX) n)uf d’out en différentiant, & Xn =
(—Xg)ﬁ n soit (LX)’i = Ly:. La derniere assertion est aisée. ]

Définition 1.24.  Soit B une C*-algebre, soit £ un B-module hilbertien, soit
7 : G — U (E) une représentation fortement continue. L’espace de Gérding de £
est le sous-espace vectoriel 7 (A) E noté Gar (E) .

C’est un sous- B-module dense de FE.

Lemme 1.25. Soit X € U(g).

(1) Le sous-espace Gar (C* (G)) est un domaine essentiel pour Lx.

(2) Soit B une C*-algébre, soit E un B-module hilbertien, soit m : G —
U (FE) une représentation fortement continue ce qui munit E d’une structure

de A-B-module hilbertien. Alors il existe une unique représentation m™ : g —
End(Gar (E)), tel que ©(X) (ae) = 7 (X.a)e, X € g,a € A,e € E. L’espace

Gar (E) est un domaine essentiel pour w (Lx) , et on a w (Lx) =7 (X).

Démonstration. (1) C’est par définition.
(2) Cela résulte immédiatement du lemme 1.22. [

Le théoreme suivant est le théoreme 2.2 de [16].
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Théoreme 1.26.  Soit G un groupe de Lie et soit m une représentation unitaire

de G. Soit X € U (g) elliptique. Alors on a 7 (X)" =« (X*).

Compte tenu du théoreme 1.18, on a donc :

Corollaire 1.27.  Soit G un groupe de Lie. Soit X € U (g) elliptique. Alors
on a Ly € M™(C*(G)) et Lx = L.

Dans [16], les auteurs ont étudié les propriétés d’autoadjonction de m (X),
ou X est un élément autoadjoint de l'algebre enveloppante et ou 7 est une

représentation dans un espace de Hilbert. Comme d’apres le lemme précédent,
ona m(X) = (Lx), le théoréme 1.18 permet de déduire du fait que 7 (X) est

autoadjoint pour tout @ € G, que lopérateur Ly est régulier. En particulier,
soit G le groupe formé des matrices triangulaires supérieures réelles de dimension
2 de premier coefficient diagonal égal & 1. On peut trouver (cf [16]) un élément
X = X* € U(g) et une représentation irréductible unitaire 7 de G, tel que
l'opérateur 7 (X) n’est pas essentiellement autoadjoint. Il s’ensuit que le résultat
du corollaire 1.27 ne s’applique pas a un tel élément X.

Dans [20], un résultat plus général que le dernier corollaire (que nous avons
énoncé comme corollaire puisque nous ’obtenons ici par une autre méthode via
les théoremes 1.18 et 1.26) énoncé dans le cadre du calcul pseudodifférentiel sur
les groupoides de Lie, di a G. Skandalis dans le cas des feuilletages, est démontré.
Compte tenu de [11], [14], la démonstration est la méme que dans le cas des
feuilletages) (voir également [24] pour le cas des feuilletages). Comme le texte [20]
n’est pas aisément disponible, nous redonnons en annexe le résultat de [20], avec
un résultat complémentaire sur la transformée de Woronowicz d'un G-opérateur
pseudodifférentiel elliptique d’ordre strictement positif et son symbole.

Multiplicateurs de 1’idéal de Pedersen et théoremes a la Dauns-Hofmann
et Schur.

Soit A une C*-algebre. Suivant [12], on notera K (A) I'idéal de Pedersen de A (qui
est un idéal bilatere autoadjoint : cf [18] théoreme 5.6.1) et T' (K (A)) l'algebre
involutive des multiplicateurs de K (A) (au lieu de M (K (A))). Le but de ce
paragraphe est d’étudier les éléments de I" (K (A)) du point de vue des opérateurs
réguliers (voir en particulier le théoreme 1.30), ainsi que d’étudier le centre de cette
algebre en établissant des généralisations des théoremes de Dauns-Hofmann et de
Schur dans le cadre des opérateurs non bornés dans les C*-modules (cf proposition
1.32 et théoreme 1.34). Pour tout T' € T' (K (A)), rappelons que opérateur T
désigne l'opérateur sur A fermé densément défini d’adjoint densément défini ainsi
que son adjoint.

Proposition 1.28. (1) Soit T : K (A) — A un opérateur K (A)—linéaire.
Alors on a T (K (A)) C K (A) et l'opérateur T est A-linéaire.

~ (2) Soit T: K(A) — A un opérateur a adjoint densément défini. Alors on
aTeM™(A).

Démonstration. (1) Soit z € K (A4). Comme |z|1 € K (A) et comme il
existe u € A tel que # = u|z|2, en posant v = ulz|i, on a x = v|z|i et T (z)
— T (v)|z|i € K(A). De plus, soit a € A. Alors on a T (za) = T (v)|z]ia
=T (z) a. Donc lopérateur T est A-linéaire.
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(2) Notons encore T' la fermeture de 'opérateur densément défini 7' de A
dans A. D’apres le théoreme 1.18, il suffit de montrer que pour toute représentation
irréductible © de A dans un espace de Hilbert H,, on a 7 (T)" = 7 (T*). Alors
pour tout idéal a gauche I de A tel que w(I) # 0, le sous-espace vectoriel
noté m (I)H, engendré par les éléments de la forme = (i)h,i € I,h € H, est
un sous- A-module non trivial donc d’apres le théoreme de Kaplansky (cf [6])
est égal a H,. Donc lopérateur m(7T") est un opérateur linéaire partout défini,
a adjoint densément défini, donc fermé, donc continu. Comme 'opérateur m (1)
est fermé, densément défini et inclus dans I'opérateur 7 (7')" donc continu, on a
7 (T*) = (7 (T))". Dot le résultat. n

On notera j : I'(K (A)) — M" (A) lapplication injective qui a T €
[ (K (A)) associe T € M™ (A).

Nous utiliserons le théoréme suivant qui découle essentiellement de [19], qui
en contient la deuxieme partie. Son énoncé est plus général et les démonstrations se
déduisent de celles de [19]. Nous esquissons les démonstrations pour 1., puisque 2.
et sa démonstration sont contenues dans [19] (cf [19] theorem 2 p.862, proposition
p.863). On note K (A)" = K (A)N A*. On désigne par L, = Aa et par End (L,)
I’espace des endomorphismes continus de L, pour la norme d’opérateur. Notons
(,) le produit scalaire canonique sur A. Alors l'espace L, est naturellement muni
d’une structure de aAa-module hilbertien. Soit B, = L— (L,) .

Théoréme 1.29.  (N. C. Phillips) Soit a € K (A)", soient L, = Aa, et
I, = L,Lz. Alors :

(1) Ona L, C K(A).

(2) Soit T : K (A) — A un opérateur a adjoint densément défini. Alors on
a T(Ly) C L.

(3) 1l existe un unique isomorphisme v, : B, — M(l,) tel qu'on a
Vo (1), =T, pour tout T € B,.

(4) Soit T : K (A) — A a adjoint densément défini. Alors opérateur T
est induit par un élément de T' (K (A)) (en particulier, le domaine de son adjoint
contient K (A)). De plus, Uopérateur Tr, est borné et appartient a B, et on a
Yo (Ti,) =T, =71, (T), ot 71, : A— M(1,) est le morphisme canonigue.

On en déduit qu’il existe une unique application

0:T (K (A) = lim_ ¢ ay+ B

ot la limite projective est définie selon le filtre naturel de K (A), par les mor-
phismes B, — By, induits par les inclusions I, C 1, pour 0 < b < a, ou pour
tous T € I' (K (A)) et a € K(A)", ona (0(T)), =T, et c’est un isomorphisme
d’algébre involutive.

a

Démonstration. (1) D’apres [12] proposition 3.3, on a L, C K (A).

(2) Soit (ux),cp une unité approchée de A dans l'idéal a droite dense
dom (7). Alors pour tout b € L,, on a T (b) = limy upT (b) = limp (T* (uy))" b
qui appartient a L.

(3) Ceci est démontré dans [19]. Cela découle en fait immédiatement du
fait que L, réalise une équivalence de Morita entre I'algebre aAa et I'idéal I,, et
du fait que I'on a un isomorphisme M (1,) ~ Ly, (I,) .

(4) Aisé avec 2. car Tz, est continu. [
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Théoréme 1.30.  Soit T' un opérateur sur A fermé densément défini ainsi que
son adjoint. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) T € (I (K (A));

(2) dom (T") contient un idéal bilatére dense de A;

(3) dom (T*) contient un idéal bilatére dense de A;

(4) Pour toute partie quasicompacte C' de Prim (A), on a sup, .o |7 (T) || <
+00.
De plus, dans ces conditions, l’espace K (A) est un domaine essentiel pour T.

Démonstration.  L’équivalence des trois premieres assertions (1), (2), (3) ré-

sulte par exemple du théoreme précédent et de la proposition 1.12. En effet, si

la troisitme condition du théoréme précédent est vérifiée, on a T** € M"™ (A) et
o T~

T 0

par le flot associé et donc K (A) est essentiel pour 7** donc inclus dans dom (7).

I'espace vectoriel K (A) @ K (A) est essentiel pour puisque stable

Montrons (3) = (4). Soit C' C Prim (A) une partie quasicompacte. Soit
a € K(A)" tel que C C Prim(1,). D’apres le théoreme 1.29, on a 7, (T) €
M (1,) . Soit M, sa norme. Alors, pour tout = € Prim (/) , et a fortiori pour tout
meC,ona |[|m(T)| = |75 (r, (T)) || £ M,, d’apres le lemme 1.15.

Montrons (4) = (1). Soit # € K (A)". Soit C' une partie quasicompacte
de Prim (A) qui contient Prim (1,). Soit M > 0 tel que pour tout 7 € C, on a
|m (T) || < M. Alorson a [[©_ ;7 (T) || < M et comme @ . 7 est injectif sur I,
il résulte des deux dernieres assertions du lemme 1.15, que l'on a |7, (T) || < M.
Donc on a 77, (') € M(I,). Notons que l'on a 717, (domt)., C 77, (I) qui est
borné. Soit (uy),c, une unité approchée positive bornée de norme < 1, dans
dom (7') N'dom (T™) qui est un idéal a droite dense et soit x € I,. Donc la suite
(unzuy, T (upzuy)) € G(T) est convergente puisque 7y, (T') est borné, et comme
T est fermé, on a x € dom (7). Donc l'espace I, est inclus dans dom (T") et de
méme dans dom (77) et comme 'espace vectoriel K (A) est engendré par son cone
positif, I'espace vectoriel K (A) est inclus dans dom (7°) N dom (7). ]

Soit Prim (A) l'espace des idéaux primitifs de A. Via la suite exacte qu’il
définit, tout élément 7 de Prim (A) sera considéré également comme un morphisme
quotient de A. Rappelons que le théoreme de Dauns-Hofmann (cf [18], corollaire
4.4.8 p 108) donne une description de Z (M (A)) (le centre des multiplicateurs de
A) pour toute C*-algebre A.

Théoréme 1.31.  (dit de Dauns-Hofmann) Soient A une C*-algebre et f €
Cy (Prim (A)) . Pour tout a € A, il existe un unique élément Ty (a) € A, tel qu’on
a w(Ty(a)) = f(m)m(a), pour tout m € Prim (A). L’application Ty qui & a € A
associe Ty (a) appartient a Z (M (A)) et Uapplication qui ¢ f € C,(Prim (A))
associe Ty est un isomorphisme de C*-algébres de Cy, (Prim (A)) sur Z (M (A)).
Notons C' (M™ (A)) ={T € M™ (A),Q(T) € Z (M (A))}. La proposition suiv-
ante contient un théoreme de S. Baaj ([1], chapitre 7), et le théoreme 5.42 de [12]
et généralise le théoreme de Dauns-Hofmann.

Proposition 1.32.  (a) Soit T un opérateur sur A fermé densément défini
ainsi que son adjoint. Les assertions sutvantes sont équivalentes :
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1. Tej(Z(T (K (A))

2. Il existe une sous-algébre involutive A strictement dense de M (A), telle
qu’on a aT C Ta, pour tout élément a de A,

3. Pour tout a € M (A), on a ol C Ta
4. T eC(M"™(A))
(b) Soit f € C(Prim(A)). L’ensemble
{(a,b) e A A, w(b)=f(m)m(a), =& Prim(A)}

est le graphe d’un opérateur régulier Ty € Z (M”b (A)) L’appli-cation qui a
f € C(Prim (A)) associe Ty € Z (M™ (A)) ~ Z (T (K (A))) est un isomorphisme

d’algebre involutive.

Démonstration.  Montrons (1) = (3). Soit T € Z (I' (K (A))). Soient ¢ €
dom (T) et a € M (A). Soit (a,),.y une suite d’éléments de A telle que I'on
a limy, o0 ané = aé et aT (£) = lim, . o a,T (&) Alors on a lim, . o T (a,€)
=aT (¢). Donc on a aT C Ta,a € M (A).

Trivialement, (3) = (2).

Montrons (2) = (1). Soit R € I' (K (A4)) qui commute avec K (A) C
I'(K (A)). Alors pour tout a € K (A), pour tout S € I'(K(A)), pour tout
b e K(A), ona (RS)(a)b = R(S(a)b) = S(a)Rb = S(aRb) = SR (ab)
= (SR) (a)b. Comme lalgebre K (A) est non dégénérée, on a SR = RS et
R e Z(I'(K(A))). Alors d’apres le théoreme 1.30, on a 7' € j(I'(K (A))) et
d’apres ce qui précede, T € j (Z (I' (K (A)))) .

Montrons (3) = (4). Soit S un opérateur sur A et a € A tel que aS C Sa.
Soient £ € dom (S*) et n € dom(S). On a (a*)" Snp = &*aSn = &S (an) =
(S* () an = (a*S* (£))*n. Donc on a a*S* C S*a*.

Soit @ € A. On a aT™*T C T*Ta. Il en résulte que le sous- A-module a droite
G (1+T*T) est également un sous-A-module & gauche, donc G ((1 —i—T*T)_l)
aussi et doncona (1+T*T) 'a=a(1+T*T)"". Dot aQ (T) = Q (T)a,a € A.

De méme, (4) = (3) résulte de I'égalité

=) (a-Q@y @y’ .

Soit alors f € C(Prim(A)). Il est trivial que l'opérateur T} est un
opérateur fermé, et que son adjoint contient T%. Soient g = (1+ |f )7 et
T, € M(A) défini par le théoreme 1.31. Alors l'idéal bilatere fermé T, A est
A et on a (1 + T?Tf) oT, = 1. Il en résulte directement que l'opérateur T est
régulier, donc TF aussi et Q(Ty) = ng%. Donc ces opérateurs sont normaux
d’apres ce qui précede et donc on a (Ty)" = T. Donc, pour tout m € Prim (A),
on a 7(Q(Ty)) = Q (7 (Ty)) = fg'/?(r). Donc I'élément Q (Ty) € X appar-
tient & X ou X = {f € C(Prim(A4)),Vx € X,||f(z)|| < 1}. Réciproquement,
soit T € C (M™ (A)). Alors I'élément @ (T') appartient & C (Prim (A)) et pour
tout m € Prim (A), le scalaire par lequel agit 7 (Q (7)) = @ (7 (T")) est de norme
< 1. Soit g € X la fonction définie par Q (T"). Alorson a f =g (1 — \g|2)_1/2 €
C (Prim (A)) et Q (1) =T,. Donc on a T' = T}. ]
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Définition 1.33.  Désignons par C (L"b (E)) I’ensemble des opérateurs régu-
liers T sur E tels que Q (7)) € Z (L (F)).

Insistons sur le fait que dans I’énoncé du théoreme qui suit, 'opérateur T
est seulement supposé fermable sans hypothese concernant son adjoint.

Théoreme 1.34. Soit A une C*-algébre, soit E un A-module hilbertien, et
soit A une sous-algebre fortement dense dans L (FE). Soit T un opérateur sur
E densément défini A-linéaire fermable tel que pour tout a € A, on a aT C Ta.
Alors on a T € C (L™ (E)) . De plus, si E = A, alors on a dom (T') = dom (T™) =
dom (T)".

Démonstration.  Procédons par étapes.

1. Soit (&,,T¢,),cy une suite convergente vers (f,Tf) dans E & E. Soit
a € A. Alors la suite (a&,,T (a&,)),en = (a€n,aTéy), oy est convergente vers
(a§ , aT{) . Donc on a aT C Ta et on peut donc supposer que T' est fermé, ce que
I’on fait dorénavant.

2. Soit a € L(E). Soit £ € dom (7). Soit (a,),y une suite d’éléments
de A telle qu’on a lim, ., (a,§, a,TE) = (a&,aT&). Alors on a lim, o Ta,§
=lim, o0 @, T¢ = aT (§). Comme T est fermé, on a aT C Ta.

3. Supposons provisoirement que E = A. Soit z,y € dom (7). Alors
ona 2Ty = T (xy) = T (x)y. Donc on a dom (T)" C dom (T*) et pour tout
r € dom(T), on a T*(z*) = (T (x))". Ainsi, Uopérateur T* est densément
défini. Comme pour tout a € A, on a a1l C Ta, d’apres la proposition 1.32,
lopérateur T' € C (L"b (E)) Notons de plus, que comme 7T est normal, on a
dom (7') = dom (T*) qui est donc égal & (dom (T))", ce qui démontre également
la derniere assertion.

4. Passons au cas général. Comme 'opérateur T est fermé, d’apres le
lemme 1.13, lui est associé un opérateur y (7') sur K (£) densément défini fermé.
Comme par ailleurs pour tout a € L(E), on a a1 C Ta, il s’ensuit que pour
tout @ € L(FE), on a ax(T) C x(T)a. Dou d’apres ce qui précede, on a
x(T) € Z(M™(K(E))). Comme T = 7 (x(T)) ot 7 : K(E) — L(E) est la
représentation naturelle, on a T' € C™ (E) et comme on a Q (T') = 7w (Q (x (T)))
=Q(x(M)eZ(L(E)),omaTeZ(C"(E)). -

Remarques : (1) Soit G un groupe localement compact, soit C (G) I’algebre du
groupe discret associé, et soit H un espace de Hilbert. Soit 7 une représentation de
G dans GL (H) irréductible (au sens ou 7w (C (G)) est une sous-algebre fortement
dense de L(H)) et 7" un opérateur fermable, tel que pour tout g € G, on a
gT C Tg. En appliquant le résultat précédent a 7 (C(G)), on obtient que T est
scalaire, et I’on retrouve la version hilbertienne du lemme de Schur.

(2) Soit G un groupe de Lie connexe, et soit z un élément du centre de
I'algebre enveloppante. Soit Z l'opérateur défini sur Gar (C* (G)) associé. La

proposition 1.32 implique que I’application qui a = € C* (G) associe m (7) e C
est continue, résultat di & P. Bernat et J. Dixmier ([2]) et qu'on a 7 (Zf) =« (Z)",
pour toute représentation unitaire = de G, résultat di a L.E. Segal [21].
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2. Intégration des représentations de ’algebre de Lie dans les
C*-modules

Comportement en normes et vecteurs analytiques dans les C*-modules.
Nous clarifions et généralisons certaines parties de lemmes et démon-strations de
[15].

Soit £ un groupe abélien. Soit O (E) 1’ensemble des opérateurs de E dans
E et soient |O (E) | le monoide libre abélien de générateurs les éléments de O (E) .
Pour tout X € O (E), onnote | X| € |O (E) | I'élément associé et on munit |O (E) |
des uniques structures de produit et de crochet compatibles avec la structure de
monoide et telles que | X|.|Y|=|XY]| (resp. ad |X|(|Y]) = |[X,Y]|, avec tous les
parenthésages admis) pour tous X,Y € O (F), ou . et ad désignent les structures
produit et crochet respectivement. Le contenu du lemme 2.1 de [15] est valable
dans ce contexte (cf lemme 2.1) et la démonstration est valable nec varietur. Pour
tout (k,n) € N? tel que k < n, notons (n,k) I'ensemble des permutations o de
{1,...,n} telles que la permutation o est strictement croissante sur [1, k| et sur
[k+1,n] et,si k#n, o#id.

Lemme 2.1.  Soient X, ..., X,, A des opérateurs sur E alors :

Z Z (adXo(k)... ang(l)A) Xo(n)...Xg(k+1) C X,..X;A

k=1 o€(n,k)

ot pour o € (n, k), on a ad Xo)...ad Xo)A = A si k=0 et Xo@my... Xows1) =1
st k=n.

Si ces opérateurs possédent un domaine invariant dense, alors l'inclusion 1
est une égalité.

Concernant la seconde assertion, on a un résultat plus général :

Lemme 2.2.  Soit A une algébre et soient X;,...,X,,A € A. Alors on a les
égalités suivantes :

Z Z (ad Xg(k)... ad Xg(l)A) Xg(n)...XJ(k_;,_l) = XnXlA
k=0 oe(n,k)

(—1)k Z Xa(k+1)...Xg(n) (adXU(k)... adXU(l)A) = AXan

k=0 oe(n,k)

ot de méme pour o € (n,k), on a ad X,p)...ad Xo)A = A si k = 0 et
Xo-(n)...XU(k+1) =1 si k=n.

Démonstration.  La premicre égalité se démontre a partir du lemme précédent
en faisant opérer A sur le groupe additif A, et la seconde s’en déduit en appliquant
la premiere égalité a AP. [ ]
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Nombre de résultats de [15] sont valables dans le cadre des espaces de
Banach, a fortiori pour les C*-modules et nous les utiliserons (en particulier
[15], théoreme 1). Ici, on reprend certains points pour démontrer la régularité de
certains opérateurs autoadjoints et les notations de [15] dans ce cadre, concernant
les normes (sur les séries formelles en éléments de) |O (E) |. Rappelons la définition
d’un vecteur analytique pour un opérateur dans un espace de Banach.

Définition 2.3.  Soient E et F' deux espaces de Banach et soit 7" un opérateur
de F dans F. Pour £ € £\ dom (T'), on pose ||T¢|| = +o0. Soit T un opérateur
de E dans E. Un vecteur £ € E est dit analytique pour T si et seulement si il
existe s > 0, tel que > 7% 5”% < 400.

Définition 2.4.  On dira qu'un opérateur 7' de E dans E est isométrique si et
seulement si on a (T, TE) = (£,&), pour tout £ € dom (7).

Lemme 2.5.  Soit A une C*-algebre, soit £ un A-module hilbertien. Soient
S1, 11, ..oy Sny Ty des opérateurs sur I tels que pour tout t = 1,....,n, ona T; C S}.
Alors on a T,... Ty C (S1....5,)" .

Démonstration.  Soient x € dom (Tnﬂ) et y € dom(95;....5,). Comme

Sy € dom (S;...5,-1) et x € dom (Tn_l...Tl) . Alors par récurrence sur n, on a :
(x,81...5y) = (Th1..Thx, Spy) = (T,,.. Thz,y). (]

La proposition 1.12 permet de démontrer 'analogue du lemme 5.1 de [15].

Lemme 2.6.  Soit A une C*-algébre et soit E un A-module hilbertien. Soit T
un opérateur symétrique fermé de E dans E. Alors lopérateur T est autoadjoint
réqulier si et seulement si il existe un sous-espace dense de E formé de vecteurs
analytiques pour T.

Démonstration.  Supposons que 'opérateur T' régulier. Alors pour tout f €
C. (R), pour tout £ € E, I'élément f (T) ¢ est analytique pour T et I’ensemble de
tels éléments de E est dense dans F. Réciproquement, supposons que ’ensemble
D des vecteurs analytiques pour T est dense dans E. Pour tout ¢ € RT, soit
D, = {¢ € D, Zzozot”“T%” < 4o00}. Comme dans le lemme 5.1 de [15], on
construit un groupe a un parametre fortement continu d’opérateurs unitaires de
E dans E noté (U (t)),cg tel que pour tous ¢t € R™, ¢ € D, on a U (t) ()
= S0 (it)" L& et tel que pour tout ¢ € R, on a U (t) (D) C D. En effet, la
formule précédente définit un opérateur densément défini de D, dans FE.

(1) Par sommabilité, pour tous (ty,ts,t) € R3, tels que |t1]+ |ta] < |t], pour
tout £ € Dy, on a U (tg) (§) € Dy, et enfin U (t1) U (t2)E = U (t; + t2) &

(2) Par sommabilité, pour tous &,n € Dy, on a (n,U (t)§) = (U (—t)n,§)

(3) Pour tout (,t') € R?, pour tout & € Dy, tels que ['| < |t]/2, pour tout
§ €Dy, ona (U)EU[E)E) =(£,€)

Il découle immédiatement des propriétés élémentaires des séries formelles
que pour tout (¢,s) € R** xR, tels que |s| < ¢, pour tout £ € Dy, ona T¢ € Dy, et
U (s) (€) € dom (T), et enfin TU (s) & = U (s) T¢, d’ol par récurrence T¢ € Dy,
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et donc U (s) (T*¢) = T*(U (s)€). Or on a S tk—”TkU(S)g” =S tk—”U( ,2,Tk€”
_ s el gy

(4) Pour tous (¢,s) € R™ x R, tels que |s| <t, ona U(s){ € D,

(5) Pour tous t € R™, £ € Dy, (t1,t2) € R, tels que |t1| < t, |ta] < t, pour
tous n,m € N? tels que nt; = mts, on obtient U (t;)" & = U (t5)™ &, en appliquant
(1) & t1/m, et a ty/n respectivement m et n fois respectivement et I’associativité.
Ceci permet de définir pour tout s > 0, un opérateur U (s) : D — D C FE
isométrique, en posant U (s) () = U (%)n(f) pour tous t € R, £ € D,, ou
n=~F (f + 2) .

Soient (t1,ts,t) € R* x R™, et n € N, tels que on a |%] + 2] < | |
D’apres (4), on a U (%) (D) C Dyi = 1,2 et d’aprés (1) dans End (D),

a U(B)U(2), =U %)U(t—l)mt = U(%)mt et donc on a U (t; +
=U (%)l’;t =(UM)U (L), =U ) U (ts)p, dou Uty +15) =
U (t1) U (o) .

Par continuité, ceci définit un groupe a un parametre d’opérateurs unitaires
de F dans E qui est fortement continu sur le sous-espace vectoriel dense D de
E donc sur E. Soit T l'opérateur régulier autoadjoint associé a ce groupe a un
parameétre par le théoreme 1.11. Comme pour tout £ € D, on a 4 (U (¢)(€))
=T(&), ona Tj, C T. De plus, comme pour tout ¢t € R, on a U (t) (D) C D, la
proposition 1.12 implique que le sous-espace D est essentiel pour 7”. Comme T

est fermé, il s’ensuit que 77 C T, donc T C T* C (T")" =T', dou T' =T. [

+1 )mt

Lemme 2.7. Soit A une C*-algéebre, soient Fy et Ey deur A-modules hilber-
tiens et T € L (Fy, Ey). Soient & C Ey et & C E, deux sous-espaces denses
de Ey et de Ey respectivement tels que T (E) C &. Soient Ty : & — Ei et
T, : & — Ey deux opérateurs symétriques essentiellement autoadjoints tels que
TT, C ToT. Supposons de plus soit que Uopérateur Ty est réqulier et T est bijec-
tif, soit que Ty et Ty sont réguliers. Alors lopérateur T) est régulier pour tout
teR, on a exp (zﬁ_}) T =Texp (thl) .

Démonstration.  Soient 7 € dom (7}) et £ € dom (73) . Alors on a (T*¢, Thn)
= (&, TTin) = (£, TyTn) = (Th¢, Tn) = (T*Tr¢, n). Donc I'élément T*¢ appartient
a dom (T7) = dom (T1) et on a T1T*¢ = T;T*¢ = T*15¢. Donc on a T*T,
C T, T*, donc par récurrence T*Ty,  C Ty T*, pour tout n € N.

Soit D} = {f € B3t eR, Y,u05 IT5"€|| < 4o00}. Alors pour tout
§ € Dé» ona Zn>0 l ‘Tl T (&) || < o0 et T*exp (itTy) (§) = Zn>0 (n)u Tl T (§).
Si opérateur T est bijectif ce qui implique que T™ est bicontinu, ’espace vectoriel
T* (Us=0D5) est dense dans E;. Dans tous les cas, il existe un sous-espace dense
de vecteurs analytiques pour T} qui est donc régulier d’apres le lemme 2.6 et on a
T exp (ztﬁ) = exp (thl) T et le résultat en découle en prenant 1’adjoint. ]

Controle analytique et commutateurs.
Soit E un espace de Banach. Rappelons également (cf [15]) la définition du
controle analytique (“analytic domination” dans [15]).



674 PIERROT

Définition 2.8.  Soient a et £ € |O (E)|. On dit que o domine analytiquement
(ou controle les crochets de) ¢ si et seulement si il existe ¢, ¢, € R™ n € N* tels
que € < ca, (ad&)" a < cua, et tels que la série entiere Zn o s est de rayon
de convergence strictement positif.

Dans tous les énoncés de ce paragraphe, on désigne par A une C*-algebre
et par £ un A-module hilbertien. On a d’abord un résultat analogue au lemme
5.2 de [15].

Lemme 2.9. (1) Soient Xq,..., Xy, T des opérateurs symétriques définis sur

un domaine commun invariant dense D tels que T = T*. Soient ¢ = |Xi| +

| Xy et o =|T| + [1]. On suppose que U'on a & < ca, (ad&)" a < c,a, ou

¢ > 0,¢, > 0, pour tout n € N. Alors pour tout iy,...,i, € {1,...,d}, on a
dom (Tn) C dom (X_ . X_zn) .

(2) Soit D= ] dom (Tn) et supposons que D est essentiel pour T. Alors

les opérateurs Xy, . . Xd préservent D. Soient X ,.. Xd, T les restrictions

D des opérateurs Xl, Xy, T, soit € = |X4| NI | X4|, et & = |T|+ |1].

Alors on a € < ca, et pour tout n €N, on a (ad€) & < c,a. Supposons de plus

que Uopérateur T est réqulier. Si ’élément o domine analytiquement &, alors les
opérateurs Xq,..., Xy sont essentiellement autoadjoints réquliers.

Démonstration. (1) Montrons, comme dans [15], par récurrence que pour
tous n € N*, 1 <k <n—1, iy, .,ir € {1,...,d}, onaD(T") cD(T.X;..X;) -
Notons que pour tout n € N, cette hypothese implique que pour tous 1 < k£ <
n, i1,..,0 € {1,....,d}, on a D(T) C D(X X ) Supposons 'hypothese
vérifiée pour n € N. Pour la vérifier pour n + 1, comme pour tout n € N, on

aD (T”+1> cD (T”) , il suffit de démontrer que D (TnH) cD (TX_“X_M) ,
pour tous 1 < k < n, iy,...,i, € {1,...,d}. D’apres le lemme 2.2 appliquée a
A= FEnds (D), ona:

X X; T
= TX;,..Xi, =) (1" Xy Xiyy ad Xy ad X T
k=1 o€ (n,k)
Soit maintenant z € D <Tn+1> i € {1,...,d}. Montrons que
reD(TX;,..X,).

Comme par récurrence, on a x € dom (X_ZTLX_“) , et comme T = T*, il suffit de
montrer que l'on a X, ...X;, (z) € dom (T*). Or, pour tout y € D, on a :

k
= (@, TX;, . Xoy) = > > (=D, Xi )Xoy 0d X ad X5 Ty)

M- T

k=1 o€(n,k)
= (Tx, Xiy - Z o(k-‘rl) Xia(n) ad Xio(k)"' ad X"a(1>Ty>
k=1 oe(n,k)
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= (inleTl‘,?ﬁ — Z Z (adXia(k).... adXia(l)T‘Xia(n)"’Xia(k+1)x7y>
k=1 o€(n,k)
car, par récurrence, on a 1 (x) € D(Tn) C D(X;,..X;) et © € D(Tn) C

Nk>1,0€(nk) D (T.Xio(n)...Xi > lui-méme inclus dans

o(k+1)
ﬂk217g€(n7k)p (ad X T'Xia(n)"'Xio(k+1)> :

o(1)"" o(k)

(2) D’apres la premiere assertion, les opérateurs X1, ..., X, préserve D.
Soit x € D. Comme l'espace D est inclus dans dom (T), il existe (Ij)?zl €D
telle qu'on a lim; ., o z; = = et lim; o Tx; = Tx. Alors on a Y0 || Xz||

d . il .

= S timy | K || <ty e (172 + Dl ) = e (1 T2] + la]]), done on
a £ < ca. De méme, pour tout j € N, on a || (ad&)" a(x;) || < culla(z;)|. Soit
z € D(a). Comme pour tout iy, ...,4,, 'opérateur ady, ...adx, T est fermable,
et comme de plus || ((ad (€))" @) () = ((ad (§))" @) (wx) | < enlla (2; =) ||, on

a bien <ad (é)) a(z) = limj 4o (ad (f)) & (z;) et par conséquent de méme

| (ad <f)> &| < e,|al. 11 suffit alors d’appliquer le théoreme 1 de [15] et le lemme
n

Représentations de P’algebre de Lie et intégrabilité.

Soient A une C*-algebre et £ un A-module hilbertien. Soit g une algebre de
Lie sur R de dimension finie. Une représentation m de g dans FE sera la donnée
d’un sous- A-module dense D de F appelé domaine de la représentation, et d’un
morphisme 7 : g — Ends (D), tel que pour tous &,n € D, pour tout X € g,
ona (¢,m(X)(n)) =—(m(X)(),n). Les phénomenes de controle analytique des
éléments de l'algebre de Lie par le Laplacien se déduisent dans le cadre des C*-
modules tres aisément (compte tenu du lemme 1.15) des démonstrations de [15]
des résultats analogues dans le cas des espaces de Hilbert et compte tenu des
lemmes du paragraphe précédent, les propriétés d’intégrabilité qui en découlent,
aussi. Nous nous contenterons donc d’énoncer ces résultats (cf également [17]). Le
lemme suivant est I'analogue du lemme 6.2 de [15].

Lemme 2.10.  Soient g une algébre de Lie réelle de base Xq,..., Xy et L =
— S X2 € Uy(g). Soit m une représentation de g dans E. Soient o = |1] +
T (L)| et € = 0 |7 (X)) |. Alors il existe Cq > 0,¢ > 0 tels que ¢ < Cya
et pour tout n € N, on a (ad&)" a < c"a. En particulier, I’élément o domine
analytiquement &.

La démonstration est essentiellement celle du lemme 6.2 de [15] et grace a ce lemme

ainsi qu’au lemme 1.15, on peut choisir la méme constante Cy = \/Ta. Le lemme
suivant est l’analogue du lemme 9.1 de [15].

Lemme 2.11.  Soit g une algébre de Lie réelle de base Xi,..., Xy ot d € N.
Soit © une représentation de g dans E. Soit € = 3% | |7 (X;)|. Soit G le groupe
de Lie simplement connexe d’algebre de Lie g. S’il existe s > 0, tel que l’ensemble
{x € E, ||e**z|| < +o00} est dense dans E, alors il existe une unique représentation
unitaire fortement continue du groupe G dans E telle que pour tout X € g, on a
L (exp (tX)) = 7 (X).

Enfin, le théoreme suivant est I’analogue du théoreme 5 de [15].
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Théoreme 2.12. Soit g une algebre de Lie réelle de base Xi,..., Xy, ou d €
N. Soit m une représentation de g dans E. Soit L = — Zle X2 € Uy (g) et soit
G le groupe de Lie simplement connexe d’algébre de Lie g. Si l'opérateur w (L) est
essentiellement autoadjoint régulier, alors il existe une unique représentation forte-
ment continue du groupe G dans E telle que pour tout X € g, on a %W (exp (tX))

ol

(g, K)-modules hilbertiens.

Dans ce paragraphe, nous généralisons la notion de (g, K)-module unitaire, au
cadre des modules hilbertiens et nous donnons un critere simple d’intégrabilité,
dans le cas des groupes de Lie semisimples possédant un sous-groupe compact
maximal.

Soient K un groupe compact et a € K. On note p, € C (K) le pro-
jecteur central de C* (K) associé et F'(K) la sous-algebre }_, 5 cz2paC (K) pg
de C' (K). Soient g une algebre de Lie et p: K — Aut (g) un morphisme. Soit B
une C*-algebre.

Définition 2.13.  On appellera (g, K) ? B-module préhilber-tien (relative-
ment a une sous-algebre A (K) C C'(K) contenant F'(K)) la donnée :

e d'un B-module hilbertien E et d’'un sous-domaine dense £ de E appelé
domaine de la représentation

e d’une représentation unitaire 7 de K dans FE laissant stable £

e d’une représentation K -équivariante m de g dans &£, au sens ou pour tout
X € g, pour tout k € K, ona 7 (p(k) (X)) = W(k:)‘gﬂ(X)w(k"l)‘g et telle
que 7(f) (&) € &, pour tous f € A(K), £€€.

On notera £ ce (g, K) ” B-module préhilbertien.

Définition 2.14.  Soit K un sous-groupe compact d'un groupe de Lie G et
soient £, g leurs algebres de Lie respectives. On appelle (g, K)- B-module préhil-

bertien relativement & une algebre A (K) contenant F' (K) un (g, K) z B-module
préhilbertien on Ad : K — Aut(g), est le morphisme obtenu en restreignant
la représentation adjointe de G. On dira en outre qu'un (g, K)-B-module est
compatible si on a 7 (X) = 4 (exp (tX)), pour tout X € ¢.

Lemme 2.15.  Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g et soit K un sous-
groupe compact de G associé a une involution de Cartan (réelle). Soit B une C* -
algebre, soit E un B-module hilbertien et soit m une représentation unitaire forte-
ment continue de G dans E. Soit D [’espace des vecteurs C* pour le groupe G de
7. Notons encore 7 la représentation induite de g sur D. Alors la représentation
m munit D d’une structure de (g, K)-B-module préhilbertien compatible relative-
ment a lalgébre A(K) = F (K).

Démonstration.  On vérifie trivialement la premiere assertion.
Comme l'espace D est stable par 7 (G), il résulte de la proposition 1.12 que 1’'on
am(X) =427 (exp(tX)),X € g. ]
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Lemme 2.16.  Soit E un B-module hilbertien muni d’une représentation uni-
taire fortement continue m d’un groupe compact K. Soit T un opérateur K -
invariant de E dans E et fermable. Alors on a w(f)T C Tw(f), pour tout

feC(K),

Démonstration.  Comme la fermeture de T est K-invariante, on peut sup-
poser que T est fermé. Soit £ € dom (7). Soit € > 0. Il existe zy,...,x, € K, et
B, .., Bn €10,1] de somme 1, tels que

I ()& Zﬁz 23) (7 (2:) (€) 7 () (TE)) || < e

Or, Zﬁz ;) (7 (2:) §, 7 (3) (T€)) € G(T) et doncon a (7 (f) (§) 7 (f) (T€)) €
G :G(T). "

Lemme 2.17.  Soit (E,),c4 des B-modules hilbertiens et soit E leur C*-
somme. Soit p, le projecteur associé sur E,, pour tout a € A, et &, = pu&, pour
tout £ € E. Soit T un opérateur symétrique sur E défini sur un domaine dense D
de E. Soit D, = DN E,, pour tout a € A. On suppose que l'on a &, € D, pour
tout £ € D, et que T (D,) C E,, pour tout a € A. Soit T,, : D, — E, lopérateur
induit par T. Les assertions suivantes sont alors vérifiées :

(1) Pour tout o € A, l’espace D, est dense dans E,.

(2) Pour tout o € A, pour tout £ € E, on a (T€), =T (&) . De plus, pour
tout o € A, on a p,T C Tpy et poT C Tpa.

(3) Pour tout o € A, lUopérateur T, est symétrique.

(4) 69OcEAT - T

(5) Lopérateur T est essentiellement autoadjoint réqulier si et seulement
st pour tout o € A, l'opérateur T, [’est.

Démonstration. (1) Par hypothese, le sous-espace D,, est 'image par la pro-
jection orthogonale sur E, de D donc est dense dans F,.

(2) Soient £ € D, o € A. Comme T (§,) € E, et comme D, est dense
dans E,, pour vérifier que l'on a (7€), = T (&), il suffit de voir que l'on a
(n, TE) = (n,T¢,), pour tout n € D,. Alors soit n € D,. Alors on a (n,T¢)

= (Tn,&) = (I'n,&) = (n,TE,), caron a &, € dom (T"). D’ou I'assertion. L’autre

assertion est triviale.

(3) Cest trivial.

(4) Cela résulte trivialement du fait que I'on a p,T C Tp,, o € A.

(5) Soit a € A. D’apres (2.17), on a (pa X po) (G(T)) = G (T,,) . Donc on
a pa X pa (G (T)) =G (Ts), comme G (T,) C G(T). Supposons que I'opérateur
T est essentiellement autoadjoint régulier, alors on a

Ey®Ey=paxpa (G(T) @ Uy (G(T))) =G (Ta) ® Uy (G (Ta)) -

Donc l'opérateur T, est autoadjoint régulier.

Réciproquement, si pour tout a € A, 'opérateur T, est essentiellement au-
toadjoint régulier, alors I'espace G (T) o Uy (G (T)) contient la somme algébrique
des espaces G (T_a) @ Uy (G (T_a)) = FE,® E, qui est dense dans ¥ & E. Donc
I'opérateur T est autoadjoint régulier. [ |
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Théoreme 2.18.  Soit G un groupe de Lie semisimple simplement conneze et
soit K un sous-groupe compact maximal; enfin, soit g [’algebre de Lie de G. Soit
E un (g, K)-B-module préhilbertien compatible de représentation structurale m,
relativement a une sous-algébre A(K) C C(K) contenant F (K). Soit E le B-
module hilbertien sous-jacent. Soient L et C' les éléments de Uy (g) le Laplacien et
le Casimir (associés respectivement a la forme de Cartan et a la forme de Killing de
G ). Alors lopérateur 7 (L) est essentiellement autoadjoint régulier si et seulement
si Uopérateur w (C) 'est et dans ce cas, il existe une unique représentation unitaire
fortement continue 7 : G — U (E), telle qu'on a m(X) = % (exp (tX)), pour
tout X € g, et dont la restriction au sous-groupe K coincide avec la représentation
structurale de K.

Démonstration.  Soit L le Laplacien de K relativement a l'opposée de la
forme de Killing de g. Alors 'opérateur de Casimir vaut C' = L — 2Lg. D’apres
le lemme 2.16, pour tout a € A, on a pom (L) C 7 (L)pa et pam (C) C 7 (C)pa.
Soit a € A. Si lopérateur « (C) est autoadjoint régulier, d’apres le lemme 2.17,

Iopérateur 7 (C),, est autoadjoint régulier. Orona « (C), —7 (L), = —27 (Lk),

a —

67

qui agit par un scalaire. Donc l'opérateur = (L), est autoadjoint régulier et

donc d’apres le lemme 2.17, l'opérateur 7 (L) est autoadjoint régulier. Pour la
réciproque, il suffit d’échanger les roles de L et de C, dans la démonstration qui
précede. Enfin, si 'opérateur 7 (L) est autoadjoint régulier, d’apres le théoréme
2.12, il existe une unique représentation unitaire fortement continue m de G telle
quon a 7 (X) = 4r (exp (tX)), pour tout X € g. ]

Remarque : réciproquement, sous les hypotheses du théoreme, soit m une
représentation unitaire fortement continue de G dans un module hilbertien FE.
Alors I'espace vectoriel des vecteurs lisses pour G de 7 est naturellement d’une
structure de (g, K)- B-module préhilbertien (relativement & A (K) = F (K) ) est
tel que 'opérateur associé au Laplacien est essentiellement autoadjoint régulier. En
effet, espace des vecteurs analytiques dans 7 pour le Laplacien 7 € M™ (C* (G))
est un sous-espace essentiel pour 'opérateur (f) , d’apres la proposition 1.12.

3. Sur la structure des C*-algebres des groupes de Lie semisimples
complexes simplement connexes

Théorie des représentations unitaires irréductibles et théorie des (g, K)-
modules unitaires irréductibles.

Notations et rappels concernant la théorie des représentations unitaires des groupes
de Lie semisimples complexes simplement connexes

Soit G un groupe de Lie semisimple complexe simplement connexe d’algebre de
Lie g (on désignera par gg lalgebre de Lie réelle sous-jacente). Nous allons
maintenant donner la classification des représentations irréductibles unitaires de G
de D. Zelobenko, donnée & partir des (gr, K')-modules notés simplement (g, K)-
modules dans ce texte. On fixe une sous-algebre de Cartan h de g, un systeme de
racines positifs RT de demi-somme o de 'algebre de la C-paire (g, b), une base de
Chevalley de g définie sur Q qui munit g d’une structure d’algebre de Lie définie et
déployée sur QQ, ainsi qu’une involution de Cartan 6§ adaptée a cette base. Soient a
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la composante réelle de h et m = ia C h. Ceci définit une décomposition d’Iwasawa
g=tDa®dn. On note K, M, A, N les sous-groupes analytiques d’algebre de Lie
£, m, a, n respectivement. Alors le groupe K est compact et on a une décomposition
d’Iwasawa G = K AN.

On note W ou plus simplement W le groupe de Weyl de g. Enfin, on note
U (g) l'algebre enveloppante de g et g — ¢* I'unique antiautomorphisme de U (g)
qui, sur g, vaut moins l'identité.

Soit P C a* le réseau des poids, soit P I'ensemble des poids dominants.
Soit § € PT. On note E° la représentation irréductible de K de plus haut poids
§. Soit V une représentation K -finie de K; on note V?° le E° — K -type (on dira
également 0- K -type) dans V.

Nous emploierons la terminologie de [26] concernant les (g, K)-modules.
Rappelons quun (g, K)-module unitaire est un (g, K)-module (cf [26]) dont
I’espace vectoriel sous-jacent est muni d’une structure préhilbertienne invariante
(on dira que la représentation correspondante de (g, K) est unitaire). Un (g, K)-
module unitaire définit un (g, K')-C-module préhilbertien. Le principe suivant
pour classer les représentations irréductibles de G est énoncé dans [8] p.59 : “pour
classer a équivalence unitaire pres, les représentations unitaires irréductibles de G,
il suffit de classer, a équivalence algébrique pres les (g, K)-modules irréductibles
unitaires”. Soit £ un (g, K)-module irréductible unitaire. Comme 'opérateur de
Casimir agit par un opérateur scalaire d’apres le lemme de Schur, il résulte du
théoreme 2.18, qu’il existe une unique représentation m du groupe G telle que
pour tout X € g, l'action de X sur £ est la restriction & £ de L (exp (tX)).
On montre aisément que la représentation 7 est irréductible. Réciproquement, le
module des vecteurs K -finis d’une représentation irréductible unitaire du groupe
G est constitué de vecteurs lisses ce qui le munit d'une structure de (g, K)-module
irréductible unitaire pour le produit scalaire de L* (K) (cf [26]). Ceci définit une
identification fonctorielle entre la catégorie des (g, K)-modules irréductibles uni-
taires et celle des représentations unitaires irréductibles.

Soit p € P. Soit I, I'espace des fonctions f : K — C pour 'action de K a
gauche, telles que f (km) =m="f (k), pour tout k € K, pour tout m € M, muni
de I'action unitaire de K par translation a gauche et soit V), le sous-espace de
I, des des fonctions continues et K-finies. Soit A € af = a* ®g C. On note
T la représentation par translation a gauche sur 'espace V), des fonctions
¢ : G — C continues K -finies pour l'action de K par translation a gauche,
vérifiant o (ghn) = h=WEC+29)) (g) - pour tout g € G, pour tout h € MA,
pour tout n € N. L’opération de restriction a K induit un isomorphisme K-
invariant noté 60,5 de V,, sur V,. Nous ferons l'identification des deux K-
représentations sans préciser 'isomorphisme 6, ,. De plus, pour tout X € g,
I'application A — 6, 0r,(X)o 0;1\ de R dans End(V,,) est affine.

Soient 6 € P et pu € P tels que le K-module V;f est K -irréductible et non
trivial. Notons US \ =, (U (g)) (V)?) . Alors le sous- (g, K)-module U? , possede
un unique sous- (g, K')-module maximal propre W;i »; ¢’est l'union de tous les sous-
(g, K')-modules d’intersection triviale avec le K-module V. On notera Q9 , le

(g, K') —module quotient V¢, /W7, l’applicati?n quotient ¢’ , : US\ — Q5 et
My

On notera en particulier 7,y la représentation f’ﬁ 5\

enfin fz ) la représentation irréductible dans
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Le théoreme suivant est di a D. Zelobenko (cf [28] et [7] p.39) :

Théoréme 3.1.  (D. Zelobenko) [28]

(1) Pour tout (g, K)-module irréductible £, il existe pn € P, X € af, tels
que 7,5 >~ E.

(2) Sotent p, 1 € P, \, N € ag.. Alors les représentations 7, et 7,y sont
isomorphes si et seulement si il existe w € W tel que p' = wp et N = w.

(3) Soit € P. Alors l'ensemble {\ € ag, 7, =1, } est un ouvert (c’est
méme le complémentaire d’une famille finie d’hyperplans).

s
HyA
également fz y (resp. 7,) la représentation unitaire irréductible du groupe G

associée.

Supposons que la représentation 79 , (resp. 7,) est unitaire : on notera

Séries principales unitaires

Le contenu de ce paragraphe se trouve dans [8] (cf [8] lemme 2 p.61). Nous le
rappelons pour la convenance du lecteur en renvoyant a [8] pour les démonstrations.

Soit € P. Soit 6 € PT tel que le sous-espace V/f est K -irréductible.
Soit & € V,f tel que & # 0 et soit (,) une forme sesquilinéaire positive (non
nécessairement définie) sur V, qui est K -invariante et tel que (£,&) = 1. Soit
A € a* ®g C. On définit la forme sesquilinéaire B§’> sur U (g) par Bf\’> (u,v) =
(&, mpx (W) run (V) (£)), pour tous u,v € U(g). Cette forme est évidemment in-
variante, au sens ou B (u,vw) = B (v*u,w), pour tous u,v,w € U (g), ce qui
motive sa définition.

Lemme 3.2.  [8] (1) Pour tous u,v € U (g), lapplication qui & X € af associe
B/(\’> (u,v) est continue.
(2) La forme B§’> est indépendante de (,).

Proposition 3.3.  [8] La forme Bf\’> est positive si et seulement si le (g, K)-
module QS , est unitaire.

Soit 6 € P tel que l'espace vectoriel V/f est non trivial et irréductible
en tant que £—module. On notera Ul‘f I’ensemble des A € a* ®g C tels que la
représentation fZ,A est unitaire. On notera simplement U, = U, /j

Corollaire 3.4.  [8] L'ensemble U, est un fermé de a* @ C.

Construction d’une famille de champs continus de représentations.
On conserve les notations du paragraphe 3.. Soit T' un sous-espace localement
fermé de Ug.

Soit U (g) 'algebre enveloppante réelle de 1'algebre de Lie réelle g. Soit
U (g) (T') le produit tensoriel au-dessus de R de I’algebre enveloppante réelle U (g)
et de la C—algebre C, (T') qui est une C-algebre. C'est le U (g) —C. (T")-bimodule
canonique. D’apres le paragraphe précédent, il existe une unique structure de
C. (T)-module préhilbertien sur U (g) (T) définie par une application C, (7T')-
sesquilinéaire (,) : U (g)(T) x U (g) (T) — C.(T), telle que (a ® f1,b® f2) (N
= Bf\’> (a,b) f1 (\) f2(X\), pour tous a,b € U(g), pour tous fi,fo € C.(T),
pour tout A\ € 7. On a {(a,Xb) = —(Xa,b), pour tout X € g, pour tous
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a,b € U(g)(T). Soit Ef; le séparé-complété de U (g) (T') pour (,), soit &
I'image de U (g) (T) dans E‘ST par l'application canonique. On dispose ainsi
d’une représentation 7T2T de g dans EfLT de domaine 55

Proposition 3.5. (1) Il existe une unique représentation 7T27T de G dans
U (E37T) telle que Lm uT (exp (tX)) = 7TMT (X), pour tout X € g.

(2) Soient A € T et evy : Cy(T) — C le morphisme évaluation en A. Les
représentations unitaires ffm et Wz 0 = WZ,T@’evAl du groupe G sont équivalentes.

Démonstration.  Soit A € T. Soit (,), le produit scalaire K -invariant sur

o tel que (g (€),q(€))x = 1. L'application 6 : U (g) — Q5 qui & u € U (g)
associe 7+ (u) (¢ (£)) induit un isomorphisme Sy de & w0y Sur sz/\, ce qui munit

0.» d’une structure de (g, K')-module unitaire puisque A € UJ (cf [8]). Celle-ci
est (g, K)-équivariante. On notera encore Sy l'opérateur unitaire fermeture de S.
Soit L le Laplacien de g pour le produit scalaire définie par la forme de Killing et
par 6. Alors 'opérateur f’6 (L) est essentiellement autoadjoint sur Qi , d’apres le
théoreme 2.18, puisque 7“# 5 (C) Test et donc l'opérateur WZ’ o (L) Test également,
d’apres le lemme 2.7. D’apres le théoreme 2.18, on a un foncteur contravariant qui

a un sous-espace fermé Y de 7" associe la représentation 7ri vy :G—=U (Eﬁ Y) telle

que WZY (X) = 4r zY (exp (tX)), pour tout pour tout sous-espace fermé Y de
T, pour tout X € g. Enfin, il résulte encore du lemme 2.7 que 'opérateur unitaire
Sy induit un isomorphisme entre les représentations unitaires 71'/;?7]; Revy 1 €t 722,/\'

Lemme 3.6.  Pour tout € C* (G), on a limycys x|~ 1o ||7ri7{/\} (z)] = 0.

Démonstration.  Notons encore (,) I'extension C-linéaire a g¢ = g* ®g C de
la forme bilinéaire induite par la forme de Killing de I’algebre de Lie réelle g sur
I'espace dual g*. Enfin, on voit P C ai comme inclus g*. Soit C' le Casimir de
I'algebre de Lie semisimple complexe g. Alors on a rz L (C) = (A+20,A+20) —
(A+20,20) pour tout A € U). Pour tout A € Uj, on a 9, (C) € R, dou
(A+20,A+20) = (Re(N) —1—20 Re (\) 4 20) — (Im (A),Im (X)) et d’apres la
proposition 8.21 de [23], la partie réelle de A reste bornée quand A € U, 3.
Donc on a
: 5
\)\|H41r101§,l)\€U5 Tia (€)= e
Or pour démontrer cette formule, il suffit par densité de la démontrer pour tout
z € CF(G). Soient z € CF (G) et y = Cx € C(G). Alors pour tout A € U},
on a H7rz,{/\} (@) 11795 (C) | < llylle=()- D’out le résultat. ]

Suite de composition de C* (G).

On note (,) le produit scalaire que (,) défini sur img. Soit (di),cy la suite
strictement croissante telle que Uren{dr} = {{p, 1), u € P}. Soit u € P*. Notons
p* € C*(K) le projecteur central associé. Soit £ € N. On note [, 'idéal de
C* (@) engendré par {p* n € PT, (u,pu) < di}. Plus précisément, 1'idéal I, est
I’adhérence de

{Z a;pibi, a;,b; € C* (G), (i, i) < dy.}-
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On déduit aisément que la suite (I;),oy est une suite de composition pour C* (G)
du fait que l'action de C* (K) par multiplication a gauche sur C*(G) munit
I'espace de Banach C*(G) d’une structure de C* (K)-module banachique non
dégénéré.

La loi de réciprocité de Frobenius implique :

Lemme 3.7.  Pour tout k € N, on a I, = {Fur,p € P (p, ) < dg, A€ U,}.

Démonstration.  Notons que 'on a une identification
Iy ~ {7 € G,inf{(6,6),6 € P*, 7 (ps) # 0} < dy.}.

Or, comme par la loi de réciprocité de Frobenius, pour tout u € P, le poids
est le plus haut poids de I'unique K'-type de 7, dont le plus haut poids est de
longueur minimal et comme de plus, d’apres le théoreme 3.1, pour tout 7 € G, il
existe p € P, X € ag, tels que m ~ 7,5, on a I, = {Puns () < dg}. n

~ Soient € P et T un sous-espace localement fermé de U,. Soient E, r
= B, (cf paragraphe précédent‘) et m,r =m, . Soit k€ N. Soit Uy = {(11,\) €
P xag, (i, ) = di, A € Uy }. Soient 7, = @pep, (uuy=dp T, €t Sk = U/ W.

Théoréme 3.8.  La suite (Iy), .y est une suite de composition de C* (G) dont
tous les sous-quotients sont équivalents au sens de Morita a des C* -algébres com-
mutatives.

Soit k € N. Le morphisme m réalise une équivalence de Morita en-
tre I/1—1 et Cy(Sy), et cette équivalence induit un isomorphisme Iy /I;_1 ~
K ® Cy (Sk) si seulement si k # 0.

Démonstration.  Soit u € P*. Notons p, le projecteur minimal (orthogonal)
de C* (K) = C} (K) sur C¢, ot le vecteur &, est un vecteur de plus haut poids de
V#. Soit (,)* un produit scalaire K -invariant sur V* tel que (§,,§,)" = 1. Soit
k € N. Soit P, = Zu€7’+,<u,u>§dk pu- Alors 'idéal I, est 'idéal bilatere fermé de
C* (G) engendré par Pj. Soit Ay = P,C* (G) Py. Soient Ej = ®uep+ (upy=dp Lu
considéré comme Cy (Uy)-module hilbertien et m, = ®uept (up=a, ™ : C* (G) —
L (Ex) . Notons que, par la loi de réciprocité de Frobenius, pour tout (ug, Ag) € U,
on a (PeBk)ong = PiBuoirt = DioBuofroy qui est de dimension 1. Soient
O+ Duep+,()=4,U (8) ©® C.(U,) — Ej lapplication construite au paragraphe
ci-dessus associée a la liste (£u),cpr yg, €0 O+ Buep+,()=a,Cc (Un) — Pk

définie par 6}, (f) = Ok (®pep+ (uuw=a, 1 © fu), pour tout f = D e+ =, Ju €
Dpuept (upy=d,Cc (Uy) . Alors I'isomorphisme ), induit un isomorphisme de Cy (Uy)
= @H€P+7<H1H>:dkco (UM) sur PkEk

Comme pour tout z € C*(G), on a limyey, 100 || (1), (z) || = 0 d’apres le
lemme 3.6, il résulte que I’on a un isomorphisme Cy (Uy) ~ K (P E)) induit par 3}
Modulo cet isomorphisme, d’apres le théoreme 3.1, on a 7y, (Pl Pr) C Co (Ug)
Soit (j, : C’O(Uk)w ~ Cy(Sk). Alors on a (; (7 (PelpPr)) = Co (Sg) d’apres la
version infinie du théoreme de Stone-Weierstrass. D’apres le lemme 3.7, le mor-
phisme 7 induit un isomorphisme de [y /I_1 sur my (Iy) = 7 (A) T (Pr) 7 (A)
qui est équivalent au sens de Morita a m (Ay), d’ou la premiere assertion puis
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7, (I) ~ K (Ey) . Pour la seconde, il suffit de remarquer d’une part que, comme
I’espace topologique Sy, est de dimension finie, tout Cj (Sk)-module hilbertien dont
toutes les fibres sont de dimension séparable infinie est trivial d’apres le lemme
10.8.7. de [5], et d’autre part que, pour tout k € N, le module hilbertien FEj a
toutes ses fibres de dimension infinie séparable si et seulement si k£ # 0, puisque les
éléments de G distincts de la classe de la représentation triviale sont de dimension
infinie. [ |

Sur la structure globale de C* (G).

Notons ¢, = Zuepﬂ(u,médn p#, pour tout n € N. Soit p € P. Soit (\,), oy une
suite d’éléments de U, telle que pour tout n € N, la représentation r, ), est
irréductible et qui converge vers A € U,. Alors d’apres [4]-[13] :

(T) Pensemble lim,, ;o 7ux, C G est Pensemble fini des sous-quotients de
rux (qui en particulier sont unitaires), qu’on notera S@Q, x, et qu’on considerera
comme des parties de G.

Soit X un sous-espace localement fermé de U,. Notons 7, x la représenta-
tion construite ci-dessus, et C* (G)y le quotient de C* (G) isomorphe a

Pux (C7(G)),

autrement dit celui dont le spectre est 'adhérence dans G de {71, A € X}.
Supposons que 'espace X est compact et tel que 'application A — 7, 5 de
X dans G est injective. Enfin, soient U un ouvert dense de X, tel que pour tout

Ae U, onaf,,=r,y et 0X = X \U. Le lemme suivant est une conséquence
directe de [4]-[13].

Lemme 3.9.  Le spectre de C* (G) s’identifie @ UnexSQux-

Démonstration.  Considérons r, xu : L(E,x) — L (E,x Qcyx) Co (U)) .

Alors on a 1,y = Tuxuv ©Tryx, et comme l'ouvert U est dense dans X, le
morphisme 7, xy est injectif et donc on a Ker(r,uy) = Ker(r,x). Donc on
—_—

a C*(G)y = X ou X = {Pur, A € U}. Posons Y = UyexSQ,,». Reste a montrer
que Y = X. D’apres [4]-[13], on a Y C X. Soit 7 € X. Alors comme C* (G) est
séparable, il existe une suite (), oy d’éléments de U telle que 7 € limy, 400 7y n, -
Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite converge vers A € X.
Alors on a m € SQ,,» d’apres (T), d’ott I'inclusion inverse. n

Il résulte de la suite de composition (théoréme 3.8) que I'ouvert U s’identifie
topologiquement a un ouvert de C* (G)y , et plus précisément que l'idéal I;; de
C* (G)y associé a cet ouvert est équivalent au sens de Morita a Cy (U). Par
ailleurs, par définition, la C*-algebre C*(G), admet une représentation fidele
dans L (£, x) dont la restriction a I;; est un champ continu de représentations
fideles.

Proposition 3.10.  Les deuz premieres assertions suivantes sont équivalentes
et si l'une d’entre elles est vérifice, alors les trois assertions équivalentes qui suivent
le sont :

(1) La C*-algébre r, x (C* (G)) isomorphe a C* (G)y est une sous-C (X)-
algébre de L (E,, x) .
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Z(M(C"(G)x)) -

Démonstration.  Supposons d’abord que r, x (C* (G)) est une sous-C (X)-
algebre de L (E, x), ce qui munit C* (G)y d’une structure de C' (X)-algebre. On
note (C*(G)), la fibre (C*(G)y),). Soit 0 : UsexSQur — Usex(C*(G)), (ot
I'union a droite est 'union de sous-ensemble disjoints de C* (G)y ). Montrons
que pour tout A € X, la C*-algebre (C*(G)), a pour spectre SQ,, ce qui
implique (2). Or pour tous A € X, m € SQu\, v € C*(G)y f € C(X), on
a m(fx) = m(zx) f(N). Donc I'ensemble 6 (SQ, ) est inclus dans le spectre de
(C*(G)), , et comme 6 est bijective, 'application @ induit une bijection entre
SQux et C*(G), . 1l en résulte que si (1) est vérifiée, alors (2) et (4) le sont et
de plus, que pour tout x € C* (G)y et pour toute suite (\,), .y d’éléments de
U convergeant vers A\ € X, d’apres [4]-[13], on a ||z||x = lim,— 1 ||Z]|x,. Comme
I'ensemble U est dense dans X, I'assertion (3) en résulte.

Montrons que si (2) est vérifiée, alors la C*-algebre C (X) s’identifie a
C <C’*/(C?)X> ce qui impliquera (1) d’apres le théoreme de Dauns-Hofmann et
achevera la démonstration, et ceci en déterminant le séparé S du dual de C* (G) .

Comme l'espace topologique S est compact séparable, il résulte immédiatement
de (T) que I'application # induit un isomorphisme topologique entre X et S. =

Montrons maintenant comment déduire, grace a la proposition précédente,
d’informations sur le quotient C* (G) /Iy noté Bx des informations sur C* (G) y .

Nous ferons sur le quotient Bx 'hypothese H qui suit : on suppose que
les hypotheses équivalentes de la proposition précédente sont vérifiées et qu’il
existe k € N* des sous-C (0X)-algebres Aj,..., Ay de Bx telles que By =
Zle A; et que, pour tout ¢ = 1,...,k, on a un isomorphisme de C' (0X)-algebre
A; ~ K® C(0X). Notons que pour tout i € [1,k], I'algebre A; est stable par
multiplication a gauche et a droite par p*, pour tout p € K.

Corollaire 3.11. On suppose que I’hypothése H est vérifice. Alors il existe un
voisinage compact F' de 0X dans X, et des fibrés hermitiens Ey, ..., E, de rang
1 sur F'\ 0X, tels que si l'on note E = &% |FE;, et p; € End(E) le projecteur
orthogonal sur E;, pour i =1,...,k, on a une C (F)-équivalence de Morita entre
C* (G)p et la C(F)-algébre B formée des fonctions f € End(E), telles qu’il

existe Ai,...,\x € C (F), telles que limieptox (f )= SF () pi (t)) = 0.

Démonstration.  Soient X = X/0X et ¢: X — X l'application quotient, et
notons co € X tel que {oo} = ¢(9X). En considérant C (X) comme sous-
algebre de C'(X), on munit C*(G)y d'une structure de C (X)-algebre telle
que (C*(G)y),, = Bx. Soient p; € A;, i = 1,..,k, et n € N tels que pour
tous « € 0X,i € [1,k] le projecteur (p}), est un projecteur de rang 1 et
tels que p, = guplgn. La liste de projecteurs orthogonaux (p})¥ , (]3] lemme
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2.10) est telle qu’il existe sur un voisinage F compact de oo dans X et une
liste de projecteurs orthogonaux (pi)le de la C(F)-algebre ¢,C* (G)pq, qui
les relevent. On se fixe une telle liste et un tel n. Quitte a restreindre F,
comme C* (G)y est un champ continu sur X, on peut supposer que les pro-
jecteurs p; sont non nuls en tout point de F. Quitte a restreindre F a nou-
veau, on peut supposer de plus que (p;)x de rang 1, pour tout z € F, pour tout
i € I. En effet, pour toute suite (z,),.p, telle que limyeyz, € 0X, et pour
tout f € ¢,C* (G) gn, on a limpentr (7., (f)) = ZﬂGSQ%X tr(m(x)) (cf [4]-[13]),
cette derniere égalité est vrai pour tout f € ¢,C* (G) gy, puisque l'opérateur g,
agit par un opérateur de rang fini sur L,. Soient p' = Zlep; et p = Zlepi.
Alors on a (C*(G)y) P (C*(G)y)., = (C*(Q)y). e C* (G)ppC* (G)y =
C* (G)p. Considérons la C (F)-algebre B = pC* (G)pp. Soit alors a € B.
Soient Nj,..., A, € C(0X) tels que pour tout i € {1,...,k}, on a plasp;, =

Niplh, et Ay ... A € C(F), qui prolongent N, ..., \,.. Le résultat découle alors
immédiatement du fait que <a — Zle piapi> = 0, et des deux isomorphismes
suivants succintement introduites Cp (F\ 8X)O?C* (G)p) K ®Cy(F\0X), et
C* (G)ppC* (G)p = C*(G). [

Remarque : ’hypotheése H est vérifiée dans les deux cas suivants :
e l'espace 0X est un singleton d’apres [4]-[13].

o Il existe py,...,pr € K, distincts tels que pour tout ¢ = 1,...,k, la classe p;
intervient avec multiplicité 1 dans L (i), et tels que pour tout =z € d.X, on
a |SQ,.| =k, et dans tout sous-quotient irréductible ) € SQ,, . de 1, il
existe un unique 7 € {1,...,k} tel que la représentation p; intervient dans
. En fait, les constructions qui précedent de champs continus associés aux
K -types de multiplicité 1, permettent directement de vérifier que I’hypothese
H est vérifiée et de construire des fibrés E; triviaux de dimension 1 comme
dans le corollaire précédent, convenants au sens de H sur ’ensemble F'\ 9.X
ou F' = X, qui dans ce cas, se prolongent au bord.

Annexe : opérateurs pseudodifférentiels elliptiques équivariants sur les
groupoides C*.

Dans cet annexe, on désigne par G un groupoide C*° de base G° compacte.
On fixe un systeme de Haar dans la classe de Lebesgue (cf [14]); soit C°(G) C
C. (G) les algebres involutives associées. Soit OPD (G) la sous-algebre involutive
de M (C* (G)) des G-opérateurs pseudodifférentiels classiques G-équivariants a
droite sur G telle qu’elle est définie dans [14], et si p € OPD (G) nous noterons en-
core p l'opérateur densément défini de C* (G) dans lui-méme de domaine dom (p)
égal & C> (G); I'adjoint de p dans M (O (G)) sera noté p, celui de p au sens
des opérateurs étant naturellement noté p*. On a p C (p“)*. D’apres la section
1.4.1, Vopérateur p est fermable de fermeture noté p qui est C* (G)-linéaire.

Lemme 3.12.  Soit p € OPD (G) elliptique d’ordre m > 0. Il existe q,r €
OPD_,, (G) sont tels que 1 — gp = r et pour de tels q,r € OPD_,, (G), on a
dom (p) = Im (q) + Im (¥) et p= (p*)".
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Démonstration.  L’existence de ¢ et de r est esquissée dans [20]. Comme
les opérateurs ¢ et 7 sont bornés, les opérateurs p.q et p.r sont fermés donc on
a pg C p.q et pr C p.F. Comme on a dom (pg) = dom (pr) = C*(G), on a
dom (p.q) = dom (p.7) = C*(G). Donc on a Im(q) + Im (¥) C dom (p). Soit
(u,v) € G ((p*)") . Montrons que I'on a gu = (1 — r)u. En effet, soit 2 € C (G),
on a :

Comme on a u = 1 —7r(u) + Tu = quv + Tu, on déduit dom((ph)*) -
Im (q) + Im (7) C dom (p) Cdom((ph)*). u

D’ou 'assertion.

Théoreme 3.13. Si lopérateur p est elliptique, ['opérateur p est un opérateur
réqulier.
Démonstration.  Gardons les notations du lemme précédent.

Soit T' € Mor (C*(G) & C* (G)) défini par T (§,n) = (7§ +aqn, P (7§ +qn)) . §,m €
E. Son image est G (p) qui est fermée donc orthocomplémentée, d’apres le lemme
23.4 de [22). n

Corollaire 3.14. i Uopérateur p est elliptique, alors on a pip = pip.

Dér@nstration En effet on a pf = (P)" et Popérateur p est régulier, on déduit
que p'p = (p)" D est autoadjoint régulier, en particulier fermé donc p'p C pip. Par
ailleurs, l'opérateur pip est autoadjoint et régulier. Comme les deux opérateurs
sont réguliers normaux et comme pip C pip, on déduit pip = pip. n

Lemme 3.15.  Soient p et q deux G-opérateurs pseudodifférentiels elliptiques
de méme ordre m > 0 alors dom (p) = dom (q) .

Démonstration. 1l existe z,7 € OPDy (G) tel que p = zq + r. Donc on a
dom (g) C dom (p), par symétrie égalité. ]

Pour tout m € N, il existe p € OPD,, (G) elliptique (cf [20]). Soit un tel
peOPD,, (G).

Définition 3.16.  On note H™ = dom (p) qui est indépendant du choix de p.

Lemme 3.17. Soit q un G-opérateur pseudodifférentiel elliptique autoadjoint
d’ordre m > 0 de symbole principal positif, alors il existe a > 0 tel que Sp(q) C
[—CL, +OO['
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Démonstration.  On utilise des G-opérateurs pseudodifférentiels G-équiva-

riants a droite sur G d’ordre demi-entier. On renvoie a [25] pour l'existence

d’'un opérateur elliptique autoadjoint ¢ € OPDx (G) tel que ¢ — ¢'¢' = r avec
_ — —2 R

r € OPDy(G). Ona: g+ |l = ¢q¢ + T +|rl) = ¢ + T+ |[|r[]) (dapres le

corollaire précédent) qui est régulier autoadjoint positif. [ |

Dorénavant, I'opérateur ¢ aura les propriétés précédentes.
Lemme 3.18.  Soit f € Cy(R), alors lopérateur f (q) appartient a C* (G).

Démonstration. 1l suffit de le montrer pour f € C.(R). Posons g (z) =
(1+22)"". Soit feC.(G). Ona f(q) = (%) () g (). Comme on a (%) (q) €
M (C* (G)), il suffit de prouver que 'on a g (gq) € C*(G). Soit x € OPD_,, (G)
tel que 1 — zq soit d’ordre @ < 0. Comme on a I'm <(1 +62)_1> C dom (q) et
T.q C Tq, on déduit :

(1+7)" = (1-79) +79) (1+7)

= T-2q(1+7) " +2Q @ (1+7)

-1

1
2

On conclut puisque les opérateurs 1 — xq et T sont dans C* (G).

Puisque le spectre de I'opérateur q est borné inférieurement, il existe f €
C. (R) tel que Sp(z+ f) C R**. Posons b:= (2 + f) ' (q). m

Lemme 3.19.  Soit p un G-opérateur pseudodifférentiel elliptique de méme

ordre m que q. Alors on a pb € U* (G) et o (pb) = 2.

Démonstration.  Soit © € OPD, (G) tel que le symbole o () vaut % et

tel que si 'on pose r = p —xq, on a r € OPD, (G) avec a € —N*. Alors on a
p=Z.qg+7,donconapb=T(z+ f)(qQ)b—ZTf(@Qb+Tb=T—Zf(q)b+7b. m

Théoreme 3.20.  Soit p un G-opérateur pseudodifférentiel elliptique d’ordre
m > 0. Alors on a Q (p) € V*(G) et 0(Q(p)) =Q (c(p)).

Démonstration.  Soit ¢ un G-opérateur pseudodifférentiel elliptique autoad-
joint d’ordre m > 0 de symbole positif tel que 'opérateur r = 1 + pp — ¢* soit
d’ordre o € =N*. Soit f € C. (R) tel que 'on a Sp(z+ f) CR™. On a

(1+7" *%zlfo S(14+pP+A)tdA
N @ = (@) =LA (G @ +2) dr

Or on a dom ((z + @+ A) = dom (7*) = dom <?) = dom (W) =
dom (1 +D*p+ A).

Doncona (1+75+\) " — ((z+f) @+

(PPN (PPN = (E+ )@+ V) (+ )@ + )

1

-1
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1

=(1+PP+N) (@ + @)@ -7 (+) @ +))

Enfin, on a Im ((1 +pPp+ )\)_1) C dom (p) et Papplication qui a A € R
associe (1 + 7P+ M)~ est continue & valeurs dans M (C* (G)) et prend fait ses
valeurs dans C* (G). Doncona Q (p) —p(z+ f) " ()

= %fooo )\7% (2_9(1 + D+ )\)_1) (f2 (G) + (22]0) (6) _?> ((Z + f)2 (G) 4 )\)71 A\
Comme on a H ((z + f)2 (q) + A)_lH <A1, A > 0, Dintégrale est normale-

ment convergente dans C* (G); il suffit alors d’appliquer le lemme précédent a pb

o b=(z+ )" (@). .
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