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Résumé. Almost compact real forms of affine Kac-Moody Lie algebras
have been already classified. In the present paper, we study the conju-
gate classes of their Cartan subalgebras under the adjoint groups or the
full automorphism groups. Maximally compact Cartan subalgebras are all
conjugated to a standard one (noted f)) and one may compare any Cartan
subalgebra to ¢f. Cartan subalgebras are related to non compact unitary
roots of °h and one can see especially that the number of the conjugate
classes is always finite. This approach is a generalization of the classifica-
tion by Carmona of Cartan subalgebras for real semi-simple Lie algebras
which is different from (but equivalent to) that of Sugiura. The approach
of Sugiura, which consists in comparing any Cartan subalgebra to a max-
imally split one, does not adapt to our framework of study as maximally
split Cartan subalgebras are not conjugated in general.
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Introduction

Les formes réelles des algebres de Kac-Moody complexes généralisent les algebres
de Lie semi-simples réelles. Outre leur intérét mathématique, ces formes ont
des applications diverses en Physique Théorique (notamment en théorie des
supergravités, voir par exemple [9]). La non-conjugaison des sous-algebres de
Borel des algebres de Kac-Moody fait apparaitre, dans le cas indécomposable,
deux types de formes réelles : les formes presque déployées et les formes presque
compactes. Ces formes ont été étudiées séparément et respectivement dans [19],
[20] et [1] pour les algebres de Kac-Moody symétrisables et dans [18] et [4] pour
les algebres de Kac-Moody affines (voir aussi [21] pour une revue d’ensemble).
On s’intéresse ici a I’étude des classes de conjugaison des sous-algebres de Cartan
pour les formes réelles presque compactes des algebres de Kac-Moody affines. Le
cas des formes presque déployées fait I'objet d’une étude a part [5].

Dans le cas des algebres de Lie semi-simples réelles, I’étude des classes de
conjugaison des sous-algebres de Cartan est due a Harish-Chandra ([8], 1956) et
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B. Kostant ([12], 1955); elle a été reprise par M. Sugiura ([22], 1959) qui donne
une classification effective pour chaque algebre de Lie simple réelle. L’approche
utilisée par ces trois auteurs consiste essentiellement a comparer une sous-algebre
de Cartan d’une algebre de Lie semi-simple réelle a une sous-algebre de Cartan
maximalement déployée de celle-ci. Quelques années apres, J. Carmona ([7],
1973) a refait la classification par une nouvelle méthode basée sur la compara-
ison d’une sous-algebre de Cartan a une sous-algebre de Cartan maximalement
compacte. Il s’agit ici d’étendre la méthode de classification de Carmona aux
algebres de Kac-Moody affines réelles presque compactes.

Au paragraphe 1, nous rappelons les résultats généraux sur les algebres de
Kac-Moody complexes, leurs groupes d’automorphismes et leurs formes réelles.
Nous y fixons également les notations utilisées dans la suite. Si gp est une forme
réelle associée & une semi-involution ¢’ d’une algebre de Kac-Moody complexe
g, il existe une semi-involution de Cartan (ou compacte) w’ qui commute & o’ et
on a la décomposition de Cartan gr = €@ p par rapport a 'involution de Cartan
o = o'W (qui est non triviale dés que gp est non compacte).

Le groupe commutatif I' engendré par o’ et w’ agit sur le groupe de Kac-
Moody G associé a lalgebre dérivée g’ = [g,g] de g, sur le groupe Aut(g) des
automorphismes de g et sur le groupe Aut;(g’) des automorphismes de premiere
espece de g/. On considere les groupes Gg = G7, Ad(G)? et Aut(g)? ainsi
que K = GV | Ad(G)F et Auti(g)' (cf. 1.11). Le couple (Gg,K) est la
généralisation la plus naturelle dans ce cadre de la paire symétrique associée a
une algebre de Lie semi-simple réelle; mais les couples (Ad(G)? ,Ad(G)") et
(Aut1(g")? , Aut(g')T) sont a priori (et a posteriori) aussi intéressants.

Au paragraphe 2, on se restreint aux algebres de Kac-Moody affines pour
étudier les sous-algebres de Cartan de leurs formes réelles presque compactes.
Les involutions de Cartan d’une forme réelle presque compacte sont conjuguées
par le groupe des automorphismes de premiere espece de celle-ci (Théoréeme 2.2)
c’est I'un des théoremes clés de [4]. Toute sous-algebre de Cartan d’une forme
réelle presque compacte gp est stable par une involution de Cartan de celle-ci
(Corollaire 2.3); elle correspond donc a une sous-algebre de Cartan I'—stable
de g.

On se fixe une involution de Cartan o de gy et on obtient le théoreme
suivant sur les classes de conjugaison de sous-algebres de Cartan o’—stables ou

['—stables. Ce résultat est malheureusement partiel: il est incomplet pour le
couple (Ad(G)° ,Ad(G)') et inexistant pour le couple (Gg, K).

Théoréme A (2.11). 1) Les classes de conjugaison sous Aut(g)’ , Aut(g')”
ou Autl(g')"/ des sous-algébres de Cartan o' -stables de g (i.e. des sous-algébres
de Cartan de gy ) correspondent bijectivement aux classes de conjugaison sous
Aut1(g")t des sous-algébres de Cartan T'— stables de g.
2) L’ensemble des classes de conjugaison sous Ad(G)Y des sous-algébres de
Cartan I'— stables de g s’identifie a un sous-ensemble de l’ensemble des classes
de conjugaison sous Ad(G)"/ des sous-algébres de Cartan o' -stables de g (i.e.
des sous-algebres de Cartan de gy ).

On ne considere maintenant que des sous-algebres de Cartan I'—stables
de g . On montre d’abord que toutes celles qui sont ”maximalement compactes”
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pour ¢ (cf. 1.12.3) sont conjuguées par K (Proposition 2.8). On va comparer les
autres sous-algebres de Cartan I'—stables a 'une de ces sous-algebres de Cartan
maximalement compactes °h que l'on fixe. On montre (Proposition 2.12) que,
a conjugaison pres par K, on peut supposer que toute sous-algebre de Cartan
['—stable b est standard relativement & ©h i.e. vérifie h7 C (°h)?. De plus la
classe de conjugaison de b sous le groupe X =Aut(g’)! (resp. X =Ad(G)'
, X = K) est en correspondance bijective avec la classe de conjugaison de h“
sous le normalisateur de “fh dans X et donc sous I'image Wx de celui-ci dans
le groupe de Weyl W de (g,°h) (Proposition 2.14). Un sous-espace de (°h)? est
dit admissible s’il peut s’écrire sous la forme h? avec une sous-algebre de Cartan
standard f . A 'aide d’une transformation de Cayley, on donne, comme dans le
cas des algebres de Lie semi-simples réelles ([7]; Théoreme III-2-1]) une condition
nécessaire et suffisante d’admissibilité pour les sous-espaces de (°h)? en terme de
systémes de racines unitaires non compactes fortement orthogonales de A(g, “h)
(Théoreme 2.19). Puis on montre que Wx a un nombre fini d’orbites dans ces
systemes de racines fortement orthogonales (a I’équivalence R pres de 2.19). On
obtient donc le théoreme suivant :

Théoréme B (2.21 + 2.28).  Les classes de conjugaison sous X = Auty(g')t
(resp. X = Ad(G)'', X = K ) des sous-algébres de Cartan T -stables correspon-
dent bijectivement aux classes de conjugaison sous Wx des systemes de racines
fortement orthogonales de A,. modulo R. Elles sont en nombre fini.

On s’intéresse enfin aux sous-algebres toriques déployées maximales de
gr qui correspondent bijectivement (a K pres) aux sous-algebres de Cartan
I'—stables maximalement déployées : Proposition 2.30. On obtient donc pour
ces sous-algebres toriques déployées maximales les analogues des théoremes A et
B, a condition de ne considérer que les systemes de racines fortement orthogonales
de rang maximal (Corollaires 2.32 et 2.34).

Enfin, au paragraphe 3, nous appliquons ces résultats aux formes réelles
presque compactes (non compactes) des algebres affines de type Agl) et de type

AgQ), ce qui fournit un contre-exemple pour confirmer la non-conjugaison des
sous-algebres de Cartan maximalement déployées ou des sous-algebres toriques
déployées maximales (cf. 3.2.2).

En vertu de la non-conjugaison des sous-algebres de Cartan maximale-
ment déployées, 'approche de Sugiura (équivalente a celle de Carmona pour les
algebres de Lie semi-simples réelles) s’avere inadaptée a notre cadre d’étude.

1.Automorphismes et formes réelles des algebres de Kac-Moody

1.1. On considere une algebre de Kac-Moody complexe symétrisable indécompo-
sable g que I’on suppose construite comme dans [10] et de dimension infinie. Pour
les résultats standard suivants, on renvoie a [10] et [17] ou parfois a [13], [14], [18],
[20] ou [1]. II existe une matrice de Cartan généralisée (encore appelée matrice
de Kac-Moody) A = (ai ;)i jer telle que g = g(A) soit engendrée par 1'algébre
de Cartan standard b et des éléments e;, f; pour ¢ € I. On a la décomposition
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g=h® (P g,), ot A désigne le systeme de racines A(g,h) C h*\ {0}. On

acA
note II = {a;,i € I} la base des racines simples de A. L’ensemble des racines
positives (resp. négatives) est AT = AN (@ Na;) (resp. A~ =—AT).

i€l
Les coracines «; dans h sont telles que a; ; = «;(aj) pour tout 4,j. Le groupe
de Weyl W de (g,b) est engendré par ’ensemble S des réflexions fondamentales
r; définies par r;(x) = x — ai(x)a; pour x € h*. Une racine réelle est une
racine conjuguée par W a une racine dans II, leur ensemble est noté A". Les
éléments de A"™ = A\ A" sont les racines imaginaires. Le centre de g est
¢ ={h € bh;a(h) =0, Va € 1}, il est contenu dans b’ = @I Caj.
1€
1.2. On définit un groupe G (ne dépendant que de 'algebre dérivée g’) agissant
sur g par la représentation adjointe Ad : G — Aut(g). Il est engendré par des
sous-groupes V,, pour « racine réelle, chacun isomorphe au groupe additif g,
par un isomorphisme exp tel que Ad o exp = expoad. On note V (resp. V_)
le sous-groupe de G engendré par les V,, pour a € (A")" (resp. (A"¢)7).
Le groupe H associé & la sous-algebre de Cartan standard h” de g’ est ’ensemble
des g € G qui agissent sur g, (pour o € AU {0}) par multiplication par un
scalaire «(g) dépendant multiplicativement de a (en particulier H fixe h = g;).
Ainsi, pour h € H et X € g,, on a hexp(X)h™! = exp(a(h)X) et donc H
normalise V,,, en particulier H normalise V et V_. On note Bt = HV, et
B~ = HV_ : ce sont les sous-groupes de Borel standard positif et négatif.
Soit N le normalisateur de H dans G. Le groupe N/H s’identifie au groupe de
Weyl W de A(g,h). On a les décompositions suivantes du groupe G (cf. [17]
ou [13]):
Décomposition de Bruhat: G = BTWBT =V, NV, .
Décomposition de Birkhoff : G = B-WBT =V_NV,.
Dans les deux décompositions, la composante suivant N est unique et tout
élément g de G s’écrit de maniere unique g = vnu, avec u € Vo, n € N
et veVinnVont.

1.3. Une sous-algebre de Cartan de g est une sous-algebre de Lie adg— diagonali-
sable (pour des valeurs propres complexes) maximale. Les sous-algebres de Car-
tan de g sont conjuguées par G, cf. [17]. Une sous-algébre de Borel de g est
une sous-algebre de Lie completement résoluble maximale de g. C’est le cas des
sous-algebres b = b (@ 9.) [ou b =had ( @ g.)] appelées respec-

acat aEAT
tivement sous-algebre de Borel standard positive ou négative. Ces sous-algebres

de Borel b™ et b~ ne sont pas conjuguées par G; leurs stabilisateurs respectifs
dans G sont les sous-groupes de Borel BT et B~ . Les sous-algebres de Borel
conjuguées par G & b™ (resp. b~ ) sont dites positives (resp. négatives). Comme
g est indécomposable, toute sous-algebre de Borel est positive ou négative.

Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) de g agit de maniére compatible
a Ad sur G et donc transforme deux sous-algebres de Borel conjuguées en
deux sous-algebres de Borel conjuguées; il est dit de premiére espéce (resp.
seconde espeéce) s'il transforme une sous-algebre de Borel positive en une sous-
algebre de Borel positive (resp. négative). Comme g est indécomposable, tout
automorphisme est de premiere ou de seconde espece.
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1.4. Automorphismes de g. Soit h la sous-algebre de Cartan standard de
g. On définit dans [17] un groupe H qui agit sur G et g et qui, dans le cas
complexe, vérifie Ad (H) = expad(h). L'involution de Cartan w de g est définie
par w(e;) = —fi, w(fi) = —e; et w(h) = —h pour h € b; elle dépend donc
du choix de ’épinglage (h,11, (e;, fi)icr) de 1.1. Le groupe des automorphismes
intérieurs de g est I'image Int(g) := Ad(H x Q) du produit semi-direct de H et
G'. Son groupe dérivé est le groupe adjoint Ad(G) (noté aussi Int’(g) ou Int(g’))
ou groupe des automorphismes intérieurs de I'algebre dérivée g’'. Ces groupes
sont intrinsequement définis par g (cf. [18]).

Le groupe Aut(A) des permutations p de I telles que a,; ,; = a;; pour
i,j € I agit fidelement sur g’ de fagon que p(e;) = ey, p(fi) = foi et p(e) =
a,;. D’apres [17], le groupe Aut(A) x Int(g) (resp. (Aut(A) x {1,w}) x Int(g)
est le groupe Aut;(g’) des automorphismes de premiere espece (resp. le groupe
Aut(g’) de tous les automorphismes) de g’ (ou g/¢ ou g'/¢). On peut prolonger
'action de Aut(A) de b’ =hNg = ®Caj a b, et donc de g’ & g, par le choix
d’un supplémentaire h” de h’ dans h. On peut ainsi considérer Aut(A) comme
un groupe d’automorphismes (dits de diagramme) de (g,bh), commutant & w et
normalisant Auty(g’), et considérer Aut(g’) comme un groupe d’automorphismes
de g, mais ces définitions ne sont pas intrinseques (cf. [18]).

Le sous-groupe Aut(g, g’) des transvections de g (cf. [15; 4.20]) est formé
des automorphismes de g qui induisent l'identité sur g’ (resp. g/¢ ou g’'/¢); il
est isomorphe au groupe additif des applications C—linéaires de g/g/ dans ¢ (cf.
[18]) et commute & Aut(g’) si g est affine [19; 2.7]. Ainsi, si g est affine, le
groupe des automorphismes (resp. des automorphismes de premiere espece) de
g est Aut(g) = Aut(g’) x Aut(g,¢g’) = [({1,w} x Aut(A4)) x Int(g)] x Aut(g,g’)
(resp. Autyi(g) = Auti(g’) x Aut(g, g’) = [Aut(A) x Int(g)] x Aut(g,g’)).

1.5. Automorphismes semi-linéaires. On note Autgr(g) le groupe des
automorphismes de g qui sont soit C-linéaires soit semi-linéaires (ou antilinéaires
ie. p(Axr) = Ap(z) pour A € C et z € g). Le groupe Aut(g) est distingué dans
Autg(g) et d’indice 2. On appelle semi-involution de g un automorphisme semi-
linéaire d’ordre 2. Pour toute semi-involution ¢’, on a la décomposition en
produit semi-direct :

Autgr(g) = {1,0'} x Aut(g).

Si o/ est une semi-involution de g, I'algebre de Lie réelle gp = g% est une forme
réelle de g au sens ol I’application évidente de gp ® C dans g est un isomorphisme
R

d’algebres de Lie complexes; de plus, ¢’ est la conjugaison de g par rapport & gg -
On obtient ainsi une correspondance bijective entre semi-involutions et formes
réelles. La forme réelle normale (ou déployée) standard est la sous-algebre de Lie
réelle de g engendrée par les e;, f;, i, et by, ot by est une forme réelle de b”
sur laquelle A(g, ) prend des valeurs réelles. La semi-involution correspondante
o), est la semi-involution normale.

1.6. Structure de Autg(g). La semi-involution normale o] commute a w
et Aut(A), elle normalise Int(g) et Aut(g,g’) mais ne commute pas avec eux.
La décomposition suivante de Autr(g) (resp. Autr(g’)) se déduit donc de celle
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de Aut(g) (resp. Aut(g')) :

Autg(g) = ({1,07} x {1,w} x Aut(A)) x (Ad(Gﬂ) " Aut(g,g')) .
Aute(g) = ({1,067} x {1,w} x Aut(A)) x Ad (GH) .

1.7. Forme bilinéaire invariante. Le choix fait en 1.4 d’un supplémentaire
h” de b’ dans h permet de définir une forme (., .) C-bilinéaire invariante non
dégénérée sur g comme dans [10] Chapitre 2. Elle est invariante sous 'action de
Autgr(g’); plus précisément, si g est affine, Autr(g’) est le stabilisateur de cette
forme [18; 3.4].

1.8. Semi-involutions de Cartan. La semi-involution de Cartan standard
w’ de g est le produit commutatif w’ = wo!, = o},w. On appelle semi-involution
de Cartan de g tout conjugué de w’ par un automorphisme de g ; ¢’est donc une
semi-involution de seconde espece (voir [19] pour plus de détail).

Ces semi-involutions de Cartan sont aussi appelées semi-involutions compactes
et les formes réelles correspondantes sont appelées formes réelles compactes.
D’apres ce que 1’on vient de dire, toute algebre de Kac-Moody affine a une forme
compacte unique a conjugaison pres.

On sait [18; 4.4] que deux sous-algebres de Cartan de g stables par une semi-
involution de Cartan w’ sont conjuguées par U = G*'. Ainsi, les couples (W', )
formés d’une sous-algebre de Cartan h stable par une semi-involution de Cartan
w’ sont conjugués par G.

1.9. Formes réelles presque déployées ou presque compactes.

La forme réelle correspondant & une semi-involution de premiere espece (resp.
de seconde espece) est dite presque déployée (resp. presque compacte). Les
formes réelles presque compactes sont R— presque-anisotropes [6; 1.7] au sens
ou il n’existe pas de sous-algebre parabolique propre définie sur R (au moins
dans le cas affine, cf. [18; 3.7]).

D’apres [19; 3.6], toute semi-involution de g est conjuguée par Aut(g,g’) & une
semi-involution contenue dans Autr(g’). Si g est affine, il résulte du dernier
alinéa de 1.4 que tout automorphisme d’ordre fini de g est dans Aut(g’).

Dans la suite de cet article on supposera donc que toutes les involutions
ou semi-involutions qui interviendront seront dans Aut(g’) ou Autr(g’). Sil'on
ne veut pas faire cette restriction, il faudra rajouter le groupe Aut(g,g’) dans
les théoremes de conjugaison qui vont suivre.

Proposition 1.10.

1) Toute semi-involution de g stabilise une sous-algébre de Cartan de g.

2) Soit o' une semi-involution de g (dans Autr(g’)). Pour toute sous-algébre
de Cartan o' -stable by de g, il existe une semi-involution de Cartan 6 (dans
Autgr(g') ) stabilisant b et commutant o o’. De plus 0" est unique a conjugaison
pres par un élément de H , c’est-a-dire par un automorphisme intérieur de g
qui fixe b (point par point) et commute a o’ .

3) Deux semi-involutions de Cartan qui commutent et stabilisent une méme sous-
algebre de Cartan sont éqgales.
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Démonstration. C’est une conséquence directe des résultats 3.11, 3.12, 4.5
et 4.6 b de [18]; on peut voir aussi [14]. u

1.11. Définitions.
1) On considére une semi-involution de Cartan w’ de g qui commute a ¢’ et on
note o = o'w’ =w'o’ et T' = (0o ,w') = {1,0",u',0}.
2) La forme réelle gp = g° admet une décomposition de Cartan (associée a o
ou w') :

gr=tdp

ou t=gf, p=gg’, tc=t®C=9g", pc=pxC=g7".
Plus généralement les notations er et ¢ pour des sous-espaces de g signifient que
eg = ¢ et e=ep®C.
On note u = g“’/ =t P ip la forme compacte associée a w’.
3) On associe a ces sous-algebres plusieurs sous-groupes des groupes de 1.2 et
1.4 :

Gr=G"; U=G; K=G' =UNGr=U’ =Gg.

Gz = {g € G;Ad(g) € Aut(g)” }
K*=Aut;(¢")'; Kp=Int(g)'; K ={keGr;Ad(k) € K*}.

Ona: KCKCGr ; KCGrCGr ; AdK)=AdG) c KicCK*
et Ad(Gr) = Ad(G)?" C Int(g)” .

Les couples (Gr, K), (Gr,K) et (Auty(g')? , K*) sont les trois généralisations

naturelles de la paire symétrique associée a une algebre de Lie semi-simple.

1.12. Sous-algebres de Cartan.

1. Si b est une sous-algebre de Cartan o’-stable de g, on dit que la sous-algebre
br = l‘)al de gp est une sous-algébre de Cartan de gp.

Avec les notations de 1.11, on considere maintenant une sous-algebre de Cartan
o-stable hp de gp, c’est-a-dire une sous-algebre de Cartan I'-stable §h = hr @ C
de g. On a la décomposition hy = h @ by, ot hg = hg N € = hE (resp.
br = brNp = b 7)) est la partie compacte ou torique (resp.déployée ou vectorielle)
de hbg. Onnote b =h7 et b~ =h 7.

2. Considérons le systeme de racines A = A(g,h) de g par rapport a b, il est
stable par I'. Pour a € A, —a = w'(a) = conjoaow’, ol conj est la conjugaison
complexe, ainsi a prend des valeurs imaginaires pures sur h Nu = f)fkf @ thg ;
c’est-a-dire que « est réelle sur hp et imaginaire pure sur f)]{g ; ceci justifie les
termes “compacte” et “déployée” ci-dessus. En particulier by est une sous-
algebre torique déployée de gg, c’est-a-dire que hp est commutative et 'action
adjointe de by sur gp est diagonalisable. Le centre cg de gp est une sous-algebre
torique déployée.

Les racines unitaires (on dit “imaginaires” dans le cas classique des algebres de
Lie semi-simples) de A sont celles de A, = {a € A; a(hg) = 0} = {a €
A; o(a) = a = —0o'(a)}, elles prennent des valeurs imaginaires pures sur hy.

Si « est une racine réelle unitaire (i.e. o € AJf), alors g, (qui est de dimension
1) est stable par o et on distingue deux cas :

Sioc=1sur g,, alors g, C €c et « est dite compacte : o € A..
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Sio=—1sur g,,alors g, C pc et a est dite non compacte : o € Ay..
3. La sous-algebre de Cartan bhp de gp est dite mazimalement déployée si
br + cr est une sous-algebre torique déployée mazimale, c’est-a-dire hp est un
sous-espace de Cartan de gg; on dit aussi alors que h est une sous-algebre de
Cartan maximalement déployée pour o’.
La sous-algebre de Cartan hy de gp est dite maximalement compacte ou fonda-
mentale (cf. [23], page 99) si bt est une sous-algebre de Cartan de ¢, c’est-a-dire
si hT est une sous-algebre ad g-diagonalisable maximale de £c; on dit aussi alors
que b est une sous-algebre de Cartan maximalement compacte pour o’.
4. Si v est une sous-algebre réductive de g contenant une sous-algebre de Cartan
de g, alors I'algebre dérivée v/ est semi-simple; c’est une sous-algebre algébrique
de g’ au sens de [15; 2.11] et on lui associe un sous-groupe algébrique connexe
R de G qui conjugue les sous-algebres de Cartan de v. En particulier, si v est
I"-stable, le sous-groupe R' = RN K est transitif sur les sous-algebres de Cartan
maximalement compactes (resp. maximalement déployées) I'-stables de t.
5. Si g est affine, d’apres le dernier alinéa de 1.4 on a :

Aut(g)” = Aut(g))? x Aut(g, g’)" et Aut(g)" = Aut(g)" x Aut(g,g')" .
D’autre part Aut(g, g’) stabilise toutes les sous-algebres de Cartan de g. Ainsi les

classes de conjugaison de sous-algebres de Cartan sont les mémes sous Aut(g)"/
et Aut(g’)? ou sous Aut(g)" et Aut(g/)"

1.13. Groupes de Cartan.

1) Le groupe H associé a la sous-algebre de Cartan h est le tore algébrique

Homy(P,C*) ou P est le réseau des poids, dual sur Z de Q" = @ Za; [15;
ieT
page 133]. Si on identifie le groupe H de 1.4 & son image Ad(H), on a Ad(H) C

H = Homz(Q,C"), ol Q = & Zaq; est le réseau des racines [15; page 137]. Il y a
=

un homomorphisme naturel de @) dans P, on note @’ son image. Ainsi Ad(H) =
Homgz(Q',C*) et le centre Z(G) de G est Ker(Ad) = Homy(P/Q',C*) C H,
cf. [17]. Si g est affine, Q' = Q/ZJ, on 0§ est la plus petite racine imaginaire
positive.

Toute semi-involution de Cartan w’ stabilisant b induit moins 'identité sur P,
Q et Q' et on peut décomposer les tores algébriques H, H et Ad(H) en produit
direct de deux sous-groupes (non algébriques sur C). Par exemple, si on pose
H, = Homy (P, S*) et H, = Homy(P,R}), on a H = H; x H,; on dit que H,
(resp. H,) est la partie torique ou compacte (resp. wvectorielle ou déployée) de
H. 1l est clair que H, = H* = HNU.

Notons ici, avec les notations de 1.2, la décomposition d’Iwasawa du groupe de
Kac-Moody G (cf. [17] ou [13]) :

G=GYH,Ve =UH,V: (unique).

2) Si b est une sous-algebre de Cartan I'-stable de g (cf. 1.12.1) le groupe
Hp = H se décompose : Hi = HH'{ x Hg , ou HH‘{ = Hr NHy et Hy =
Hgr N H, sont associés a f)ﬁg et hr . De méme on a, avec des notations évidentes,
Fo = H° = T x A
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Proposition 1.14.  Soient h une sous-algebre de Cartan de g et 3 = 39(1‘)/).
Alors lalgébre 3 est réduite a b si g nest pas affine. Dans le cas contraire, }
est une algebre de Heisenberg affine au sens ou :

si 3’ = [3,3] est lalgébre dérivée de 3, alors [3',3'] est contenue dans le centre ¢(3)
de 3, il existe un supplémentaire abélien 0 de 3’ dans 3 qui est adj -diagonalisable,
le centre ¢(3’) de 3’ est le centralisateur 35 de ® dans 3’ et, pour tout poids non
nul x ded dans 3’, [3},3'] est de dimension 1.

De plus, b =04 ¢(3) est l’'ensemble des éléments adg-diagonalisables de 3.

Remarque . L’algebre b est la seule sous-algebre de Cartan ad g-diagonalisable
de 3, mais il peut y avoir d’autres sous-algebres de Cartan : par exemple,
avec les notations classiques d’algebres de lacets (cf. [4; 1.5]) on peut avoir
3=1C) = (@ Cti> DCc®Cd et h =Cl® Ce®d C(d+t) en est une sous-
i€
algebre de Cartan.
Démonstration. Si g n’est pas affine, alors 3=bh, cf. [10; 4.7]. Dans le cas
contraire, 3 =h @ ( B gis) ou 0 est la plus petite racine imaginaire positive de
kEZ*

A. La premiere assertion, avec h = 0 + ¢(3), résulte alors de [10; 8.4].

Soit z un élément adg-diagonalisable de 3, alors a = b’ 4+ Cz est une sous-
algebre commutative ad g-diagonalisable de g contenant h'; d’apres [15; 1.31], a
est contenue dans h et donc z € . [ ]

Corollaire 1.15. 57 h est une sous-algebre de Cartan de g, elle contient le
centre ¢ de g et c’est la seule sous-algébre de Cartan de g contenant b’ = hNyg'.
De plus la sous-algébre ' (resp. h/c, b'/c) est une sous-algebre de Cartan de
g (resp. g/c, ¢'/c) et toute sous-algebre de Cartan de g (resp. g/c, g¢'/c)
est ainsi obtenue. On obtient donc ainsi des bijections entre les ensembles de
sous-algébres de Cartan de g, g, g/¢ ou g’ /c.

Démonstration. La premiere assertion est claire d’apres 1.14. La deuxieme
assertion résulte de [15; 1.22]. Enfin, ces deux assertions prouvent que les
applications obtenues entre ensembles de sous-algebres de Cartan sont bien des
bijections. [ ]

2. Formes presque compactes des algebres de Kac-Moody affines

2.1. Dans ce paragraphe on suppose g affine et I'involution ¢’ de seconde espece,
c’est-a-dire la forme réelle gp presque compacte.

Théoréme 2.2. I existe une semi-involution de Cartan w' de g qui commute
a o'. De plus W' est unique a conjugaison prés par un automorphisme de
premiére espéce de g' commutant d o' (i.e. par un ¢ € Auty(g')” ).

N.B. : On a alors un groupe commutatif I' = {1,w’,0’,0 = 0’w’'} et on dit que
o est 'involution de Cartan de g, c’est une involution de premiere espece.

Démonstration. On a déja vu la premiere assertion (1.10). La suite du
théoreme est I'un des résultats principaux de [4] mais avec ¢ € Aut(g)” . Or
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Aut(g)? = Aut(g')? x Aut(g,g')a/ (1.4), donc, en conjuguant par Aut(g’)? , on
peut supposer que deux semi-involutions de Cartan w] et wj (commutant & ¢”)
et o’ stabilisent la méme sous-algebre de Cartan et, d’apres 1.10.2, w) et w) sont
conjuguées par un ¢ € Aut(g’)? . Enfin, il existe une involution de seconde espéce
w = w'o!, qui commute & T, il suffit de définir o/, par un supplémentaire h” de
b’ dans b qui est I'-stable et les générateurs +e;, +f; eux aussi globalement
stables par T', cf. [4; 2.11] ou 2.4.4 ci-dessous. En modifiant ¢ par w, on peut
supposer ¢ € Auty(g')" . u

Corollaire 2.3.  Si b est une sous-algébre de Cartan o' -stable de g (i.e. by
est une sous-algébre de Cartan de gy ) il existe ¢ € Auty(g')? telle que ¢(bh)
soit stable par I'.

Démonstration. C’est une conséquence de 1.10 et 2.2. [ ]

2.4. Algebres de Kac-Moody affines.

1. Si g est une algebre de Kac-Moody affine et h une sous-algebre de Cartan
de g, les racines imaginaires de A(g, h) sont les multiples entiers non nuls d’une
racine §. Il existe &k = 1,2 ou 3 tel que A U {0} soit stable par translation
par kd; on dit que g est de type Aff k£ si k est le plus petit entier vérifiant cette
propriété. L’ensemble quotient (A U {0})/kZJ est fini.

On ne rappellera pas ici la réalisation de g comme algebre de lacets non tordue
(type Aff 1) ou tordue (types Aff 2 et Aff 3); voir pour cela [10] ou [4].

2. Le noyau Ker(d) est l'intersection h’ = h N g’ = ®&Ca;j de b avec I'algebre
dérivée g’. Le centre ¢ de g est de dimension 1 engendré par un élément
canonique ¢ = Y aja;, ou les a; sont des entiers strictement positifs premiers
entre eux. On note g’ =g¢'/c.

3. Comme o est de premiere espece, il fixe ¢ et induit I'identité sur g/g’. En
particulier, si h est o-stable, o fixe ¢, et la sous-algébre des points fixes hT
contient le centre de g et un supplémentaire h” de b’ dans h. Ainsi, il existe
un nombre fini de racines de A(g,h) qui s’annulent sur h* et le centralisateur
3 = 3g(b+) de hT dans g est de dimension finie, plus précisément, c’est une
sous-algebre réductive de g. Si 3 n’est pas commutative (i.e. 3 # h) l'algebre
dérivée 3’ est semi-simple; c’est une sous-algebre algébrique de g’ (cf. 1.12.4) et
on lui associe un sous-groupe algébrique connexe de G qui fixe h.

4. D’apres [16; II1.1.1], voir aussi [2; I1.3.2] et [18; 3.13.b], il existe une sous-
algebre de Borel b et une sous-algebre de Cartan f contenue dans b de g telles
que b soit stable par o et b stable par o et w’. On note AT le systéme de
racines associé a b et II = {ay; i € I} la base correspondante de A qui sont
donc stables par o. Il est possible de choisir les générateurs de Chevalley e;, f;
de g et h” de facon qu’ils soient stables par ¢ et que w’ soit décrite comme
en 1.8, 1.4 et 1.5 par rapport a cette base. Alors o est le produit commutatif
o = ph = hp, ot p € Aut(A) est un automorphisme de diagramme et h € H”
(cf. 1.4). La sous-algebre de Cartan h ainsi choisie est maximalement compacte
pour ¢’ au sens de [4; 2.7.2] puisqu’elle est stable par ¢’ et que —o’ (et donc o)
stabilise une base de A(g,h). On verra ci-dessous (voir Proposition 2.6,iii) que
cette définition est équivalente a celle introduite en 1.12.3.
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Proposition 2.5.

1) L’algebre g' = g° est réductive-affine au sens suivant :

Il existe k > 0 et des sous-algébres de Kac-Moody affines g, (1 < i < k) de
centres ¢; (dans le centre ¢t de g') telles que :

- le radical g, de g' est une algébre de Heisenberg d’ordre infini (voir N.B.3
ci-dessous) de centre ¢* (en particulier gf C c¢*).

-ona:gl=gy+gr+- g et (g) /¢ =((goN(g"))/c) @ (g1/c1) D ... @
(g%/ck) -

2) Pour le choix de by de 2.4.4, il existe des sous-algébres de Cartan b, de g, ,
i=0,1,...,k, telles que h° = by + by + .... + b est une sous-algébre de Cartan
de g7 . De plus, tout élément adg -diagonalisable de b + gy est dans h7 .

3) Toute sous-algebre de g° formée d’éléments adg -diagonalisables est conjuguée
par G° a une sous-algébre de h° .

N.B. : 1) Ce résultat est valable plus généralement pour un automorphisme

o de premieére espece et d’ordre fini. Dans ce cas g' = g%, on a en fait

c=c1=-=c, (g) Ccet g7 =go+(g) + -+ (g) +b".

2) L’exemple fondamental d’algebre réductive-affine est construit comme algebre
de lacets sur une algebre réductive [4; 1.5]. Par ailleurs il résulte de la définition
des algebres réductives-affines que les (g,;)’ , 1 <i < k, sont les idéaux minimaux
non résolubles de g'

3) Une algebre de Heisenberg d’ordre infini et de centre ¢? est I'algebre de Lie
> @ (B2, (Cx; ®Cy;)) telle que 0 # [zj,y;] € ¢ pour tout j et tous
les autres crochets sont nuls, cf. [10; 2.9]. L’algebre dérivée d’une algebre de
Heisenberg affine (1.14) de base dénombrable est de ce type et toute algebre de
Heisenberg d’ordre infini est ainsi obtenue.

Démonstration. C’est un résultat de Bausch : [3; Th.4, Prop.5], [2; V 1.1 b,
IV 5.1, Ap 2.3]. On peut obtenir un peu plus facilement grace & une réalisation
convenable de g comme algebre de lacets [4; 3.7]. Par ailleurs, 1’énoncé 3) est

légerement différent de celui de [3] (qui n’utilise pas G7); c’est un résultat de
Kac et Wang [15; 4.13]. [

Proposition 2.6.  Soit h une sous-algebre de Cartan I'— stable.

i) On suppose qu’il existe une sous-algébre de Cartan ‘b T'—stable telle que
b™ < o ; alors il existe k € Zx(h1) tel que 'h~ C kb~ . En particulier, si
bt =1p", ona 'h” =kh ™.

i1) 1l existe une sous-algebre de Cartan b I'— stable et mazximalement compacte
pour o telle que bt C b de plus °h est unique & conjugaison prés par
Zk(h").

i11) La sous-algébre de Cartan by est mazimalement compacte si et seulement si
il existe une base de A(g,h) stable par o et alors h = 5g(h+).

Démonstration. Le centralisateur 3 = 5g(h+) de h* dans g est une algebre
réductive, cf. 2.4.3. Le centre 3, de 3 est contenu dans b, il est I'-stable
et on a 35 = f)i{. Si 3 est commutative, alors 3 = h = 'b; sinon, l'algebre
dérivée 3’ de 3 est semi-simple et I'—stable. Soit Z’ le sous-groupe algébrique
connexe de G associé & 3’ (cf. 1.12.4 et 2.4.3). La forme réelle 35 := (3')° est
déployée et br N3k (resp. 'hg N3k ) en est une sous-algebre torique déployée
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maximale (resp. sous-algebre torique déployée). En conjuguant par un élément
k de (Z')F' € Zx(h™), on peut supposer ‘hgr N3k C by N3k. Comme b et 1h
contiennent toutes les deux le centre de 3, on a 1b[§ C bg et donc 'y~ cp;
d’ott i).

Soit “h une sous-algebre de Cartan de 3 qui est I'—stable et maximalement
compacte pour ¢’, alors °h est également une sous-algebre de Cartan I'—stable
de g qui contient hT et est maximalement compacte pour o’. Deux choix
possibles de °h sont contenus dans 3 et sont donc conjugués par (Z')0' € Zg (h1);
d’ou ii).

Compte tenu de la définition 1.12.3, 'assertion iii) résulte immédiatement de [15;
4.10 et 4.12]. n

Proposition 2.7.  Soit b une sous-algébre de Cartan T -stable et mazximale-
ment compacte pour o' . Soit 11 une base de racines o -stable de A(g,b). Alors,
avec les notations de 1.2, on a :

i) G =VIN°V.

i) G =U°HJV{ (unique) .
Démonstration.  L’involution o stabilise les groupes U, H, H,, N et Vi

et donc elle respecte les décompositions de Bruhat, de Birkhoff et d’Iwasawa de
G (cf. 1.2 et 1.13). D’ou i) (voir aussi [15; 4.9]) et ii). u

Proposition 2.8. Le groupe K = GY = U est transitif sur l’ensemble des
sous-algeébres de Cartan maximalement compactes I -stables de g. En particulier,
st gp = B p est la décomposition de Cartan suivant [’involution de Cartan
o, les sous-algebres de Cartan adg-diagonalisables de € sont conjuguées par le
groupe K .

N.B. : Le cas particulier o = 1 est déja connu [18; 4.4]. Il signifie que toutes

les sous-algebres de Cartan d’une forme réelle compacte sont conjuguées par
Gr =K.

Démonstration. Soient h et h; deux sous-algebres de Cartan maximalement
compactes I'—stables de g. Les sous-algebres b et b sont deux sous-algebres
de Cartan ad g-diagonalisables et w'-stables de g”. D’apres [15; 4.13], il existe
g € G tel que b = gh™ et donc b, = gh. Ainsi, les sous-algebres de Cartan b
et gh sont stables par w’ et n:= g~ 1w(g) normalise b; en particulier n € N°.
D’autre part, en écrivant g = khu selon la décomposition de 2.7.ii), on obtient
n = u"th™2w'(u). D’apres l'unicité de n dans la décomposition de Birkhoff du
groupe G (cf. 1.2) ona n=h"2 et u=1. Ainsi on a h; = gh = kb. |

Lemme 2.9. Soit h une sous-algebre de Cartan I'— stable de g; alors, avec les
notations de 1.13, on a :
Hp = Ad(Hy).

N.B.: Hy NZ(G) = {1} et donc Ad(Hy ) est isomorphe a Hp .

Démonstration. On a:

Hy = Hg N H, = Homz(Q,R* )" = Hom(Q, R )~ = Hom(Q/(1 + 0)Q,R%)
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et
Hy = Hom(P/(1+0)P,R%),

donc
Ad(Hy ) = Hom(Q'/Q" N (1 + 0)P,RY) = Hom(Q/(Z + (1 +0)Q),RY) ,
car Q' = Q/Z5, don
Hy /Ad(Hy ) = Hom(Z6 + (1 +0)Q/(1 + 0)Q,R%) = 1,

car [Zé+ (14 0)Q]/(1+0)Q est fini [puisque 2§ € (1+0)Q] et tout sous-groupe
fini de R7 est trivial. ]

Proposition 2.10.  Soient b et b; deuz sous-algebres de Cartan I'— stables de
g; alors b et by sont conjuguées par Aut(g)? Aug(g')a/ ou Auty(g')? (resp.
Gr ) si et seulement si elles le sont par K* (resp. K ).

Démonstration. Les conditions suffisantes étant claires, on montre les con-
ditions nécessaires. Soit u € Aut(g)? tel que u(h;) = b, d’apres 1.12.5 et le
raisonnement de 2.2 on peut supposer u € Aut;(g’)’ ; on pose w| = uw'u~’t.
Alors w’ et wj] sont deux semi-involutions de Cartan qui stabilisent h et com-
mutent & o/. D’apres 1.10, il existe h = hth~ € Hp = fIH‘{ X ffﬂg tel
que w' = hwih™! = hmwi(h™)™! = (hmu)w'(h~u)™! (car h™ commute &
w'). Ainsi h™u commute a W’ et (h~u)h; = h. D’apreés le lemme 2.9, on a
Ad(Hy) = Ad(Hy) et donc h™u est dans le méme groupe que u et commute
a w. [

Corollaire 2.11. (= Théoreme A).

1) Les classes de conjugaison sous Aut(g)® , Aut(g')? ou Auty(g')° des sous-
algébres de Cartan o' -stables de g correspondent bijectivement aux classes de
conjugaison sous K* des sous-algebres de Cartan I'— stables de g.

2) L’ensemble des classes de conjugaison sous K des sous-algébres de Cartan
I'— stables de g s’identifie a un sous-ensemble de ’ensemble des classes de con-
jugaison sous Gr des sous-algébres de Cartan o' -stables de g .

Démonstration. Cela résulte de 2.10 et 2.3. ]

Remarque . Dans la suite, on ne considére que des sous-algebres de Cartan
I'—stables de g, c’est-a-dire des sous-algebres de Cartan hy de gy stables par
I’involution de Cartan o, et on se fixe une sous-algebre de Cartan “h de g qui est
['-stable et maximalement compacte pour ¢’ (il n’y a qu’un seul choix modulo
K d’aprés 2.8). Pour X = K, K ou K*, on note Nx = Nx(°h) le normalisateur
de °h dans X et Wx son quotient par le centralisateur de “h dans X . On note
A = A(g, “h) et on rappelle, avec les notations de 1.12.2, que A. et A,. sont
contenus dans A”"¢.

Proposition 2.12. Soit h une sous-algebre de Cartan T'-stable. Awvec les
notations de 1.12.1, il existe k € K tel que kh™ C °h™ et b~ C kb~ .



14 H. BEN MESSAOUD et G. ROUSSEAU

Définition . Une sous-algebre de Cartan I'—stable b telle que h™ C °p™
est dite standard relativement a °h (on abrégera en standard dans la suite de ce
paragraphe 2). Elle est dite spéciale si de plus °h~ C h~ . D’apres la proposition
2.12, toute sous-algebre de Cartan I'—stable est conjuguée par K a une sous-
algebre de Cartan spéciale (donc standard). La sous-algebre ¢ est 'unique sous-
algebre de Cartan maximalement compacte standard (ou spéciale) cf. 2.6iii.

Démonstration. Cela résulte de 2.6 et 2.8. ]

Lemme 2.13. Soient 'h et 2h deux sous-algebres de Cartan standard. Alors
Ly et 2h sont conjuguées par K* (resp. K, K ) si et seulement si 1t et 2pt
sont conjuguées par Wi~ (resp. Wi, Wik ).

Définition . Un sous-espace tt de ¢hT est dit admissible il existe une
sous-algebre de Cartan standard b telle que h+ = t+.

Démonstration.  Soit k € K* (resp. K, K) tel que 2h = k.'p. alors “h et
k.°h sont deux sous-algebres de Cartan I'-stables et maximalement compactes
de g contenant 2h*. D’apres 2.6.i, il existe ¥ € K, k' fixant 2h", tel que
K'(k.°h) = °bh. Ainsi k'k € Nk« (resp. Ni, Nk) et 2p" = k'k.1pT.

Pour la réciproque, on peut supposer, quitte & conjuguer, que 2hT = pT.
D’apres 2.6.i, il existe k € K, k fixant 'h™, tel que k.'h = 2h; d’ott le résultat.m

Proposition 2.14. Les classes de conjugaison des sous-algebres de Cartan
[-stables sous K* (resp. K, K ) correspondent bijectivement auz classes de
conjugaison des sous-espaces admissibles de °hT sous Wi (resp. Wi, Wi ).

Démonstration. Cela résulte de 2.12 et 2.13. ]

Corollaire 2.15.  Les classes de conjugaison des sous-algébres de Cartan maz-
imalement déployées pour o' sous K* (resp. K, K ) correspondent bijectivement
aux classes de conjugaison des sous-espaces admissibles de dimension minimale
de b sous Wi~ (resp. Wi, Wik ).

Démonstration. Les sous-algebres toriques déployées maximales de g ont la
méme dimension [4; 4.8]; par conséquent, une sous-algebre de Cartan standard b
est une sous-algebre de Cartan maximalement déployée si et seulement si h est
un sous-espace admissible de dimension minimale de °h™. Le corollaire découle

de la proposition 2.14. [ |
Lemme 2.16. Soit b une sous-algébre de Cartan spéciale telle que b # °h.
Soit v := 3g(h+ @ °h7) et ' lalgébre dérivée de v. Alors v est une sous-
algébre réductive T -stable de g et bt @ °h™ en est le centre. De plus, la forme
réelle tp = (') est une algébre de Lie semi-simple déployée intérieure (i.e.
rang(tp) = rang(¢v)l' ) .

Démonstration. Il est clair que ¢ est réductive (cf. 2.4.3 ou 2.6) et que le

centre ¢ de t contient b @ °h ™ ; mais b et °h sont deux sous-algebres de Cartan
I'-stables de v, donc c ChN°h=hT & °h.

Comme b # “h, ona vy # {0}, c’est donc une algebre de Lie semi-simple déployée
de rang dim¢ (™) — dime(°h 7). 11 est clair que (v/)U est de rang dime(°hT) —
dimc(hT) qui est égal & dime(h™) — dime(°h™); donc tf est intérieure. n
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2.17. Transformation de Cayley. On considere sl(C) avec ses générateurs

. 0 1 o 1 0 B 0 0 ) /
e_<0 ())’ h_<0 _1) etf—(l O).Onnoteo (resp. w') la

semi-involution normale (resp. la semi-involution de Cartan) de sly(C) associée
a la forme déployée (resp. compacte) sla(R) (resp. su(2)) et 0 =w = o'w’.

L’algebre de Lie réelle su(1,1) est une forme réelle déployée de sly(C). La
transformation de Cayley est un automorphisme privilégié C' de sly(C) qui
transforme slp(R) en su(1,1) et induit la transformation conforme z — @z—jrz
entre les espaces symétriques hermitiens correspondants (notations de [11] §7) :

C = Ad(exp — i%(e + /) =Ad (% ( g 7)) e Ad(SU(2)).

—1 —1

On pose E:_w(@:g(l j), H:c<h>=<0. é),Fzz'C(f):

1
2

(1 _Zl> . Alors (E, H, F) est un sly-triplet et on a :

o(EF)=—-E, o(H)=H, oF)=-F

o/(EY=F, o (H)=-H, o E)+E=E+F=h.

Les deux sous-algebres a = Ch et t = C(a) = CH sont stables par o’ et o.
La sous-algebre de Cartan a est maximalement déployée pour o’ alors que t est
maximalement compacte et les deux racines de A(t, sl3(C)) sont non compactes.

Lemme 2.18. Soit tp une algébre de Lie semi-simple réelle déployée intérieure
de rang s (égal au rang de sa sous-algébre compacte mazimale (tg)? ot o est
une involution de Cartan). Si t est une sous-algébre de Cartan de ()7, il existe
dans A(t,t') un systéme ¢ de racines non compactes fortement orthogonales de
rang s; en particulier Nacy Ker(a) = {0}.

Démonstration.  C’est le lemme IIT 1.1 de Carmona [7]. n

Remarque . Ce lemme est essentiellement équivalent a la proposition 11 de
Sugiura [22], voir aussi [Ko; Lemma 1]. Le lien entre les deux se fait par la
transformation de Cayley: Soient a C (/)™ une sous-algebre de Cartan et ¢ un
systeme de racines fortement orthogonales de A(a,t’) de rang s. On choisit pour
chaque racine « € ¢ un sly-triplet {eqn, ha, fo} tel que fo = —w'(eq). On note
t(a) = Ceq ® Chy ® Cf, (qu’on identifie a sl3(C)) et C,, la transformation de
Cayley correspondante (cf. 2.17) prolongée de maniere évidente a v’ (ou a toute
algebre contenant t'). On pose H, = Cy(hy), Eo = —iCy(en), Fo = iCo(fa)
et C =[],y Ca (produit commutatif). Ainsi t := C(a) = aEqubCHa est une

sous-algebre de Cartan de (v/)? et, comme o(E,) = —F,, 'image de ¢ définit un
systeme de racines non compactes fortement orthogonales de A(t,t') de rang s.
La construction inverse est essentiellement indiquée a la fin de la démonstration
du théoreme 2.19.
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Théoreme 2.19. Soit t+ un sous-espace de “hT. Alors tT est admissible
si et seulement si il existe dans Ap. un systéme ¢ de racines (non compactes)
fortement orthogonales tel que

1
tt = ( ® Co[) N = N Ker(a)N°h™,
acp aEg

1
ot ( @¢ Co[) désigne l’orthogonal, dans b, de @¢> Ca™ par rapport a la forme
aE (¢3S

bilinéaire invariante de 1.7.

Démonstration. La condition est nécessaire : tout sous-espace admissible
de °hT est la partie compacte h d’une sous-algebre de Cartan spéciale b (cf.
2.12); on peut alors appliquer 2.16 et 2.18 avec t = tp N °h. Si la racine o
est dans le systeme ¢ de 2.18, elle se prolonge & ¢h par 0 sur b @ °h~; donc
Nacy Ker(a) = hT @ ch™ ie. hT = (Naey Ker(a)) Neh™.

Montrons que la condition est suffisante. Pour a € ¢, soit z, € g, \ {0}
et soit an, = T4 + 0'(z4). Comme « est une racine non compacte, a, € p
est adg-diagonalisable a valeurs propres réelles et “°h~ C Ker(a). Ainsi b :=
tT @D B (DaecyCaq)] est une sous-algebre commutative ad g-diagonalisable et
['-stable de g de méme dimension que “h; c’est donc une sous-algebre de Cartan
I'-stable de g et h™ = tT C °hT. Donc b est standard et t+ est admissible. =

Remarque . On définit une relation d’équivalence R sur I’ensemble des sys-
temes de racines non compactes fortement orthogonales de A, par: ¢ R si
et seulement si ¢ et 1 engendrent le méme sous-espace vectoriel complexe de b.
D’apres 2.19, deux systemes de racines non compactes fortement orthogonales
¢ et ¢ de A, correspondent au méme sous-espace admissible de °h si et
seulement si ils sont R-équivalents; d’ou le résultat suivant :

Proposition 2.20. Les classes de conjugaison des sous-espaces admissibles
de b sous Wi (resp. Wy, Wk ) correspondent bijectivement a celles des
systéemes de racines fortement orthogonales de A, . modulo R.

N.B. : La classe de °h* correspond au systeme vide de A,.. La classe d’un
sous-espace admissible de dimension minimale t* de °hT (ie. t* est la par-
tie compacte d’une sous-algebre de Cartan maximalement déployée standard)
correspond a la classe d'un systeme de racines fortement orthogonales de rang
maximal dans A,,. modulo R.

Théoréme 2.21. (premiere partie du théoreme B). Les classes de conjugai-
son sous K* (resp. K, K ) des sous-algebres de Cartan I'-stables correspon-
dent bijectivement aux classes de conjugaison sous W~ (resp. Wi, Wi ) des
systemes de racines fortement orthogonales de A,. modulo R.

Démonstration. Cela résulte de 2.14 et 2.20. ]

Corollaire 2.22. Les classes de conjugaison des sous-algebres de Cartan
mazimalement déployées T'— stables de g sous K* (resp. K, K ) correspon-
dent bijectivement aux classes de conjugaison des systemes de racines fortement
orthogonales de rang mazimal de A,. modulo R sous Wi~ (resp. Wz, Wik ).
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Conséquence. Le rang maximal m d’un systéme de racines fortement orthogo-
nales de A, est égal a rang(gy)+rang(¢)—n, avec n le rang de g. En particulier,
lorsque o est intérieure, m = rang(gg)-

Démonstration. Cela résulte de 2.15 et 2.20. ]

2.23. Systemes de racines fortement orthogonales de A,,..

1) Soit 7T V'application translation de la réalisation standard de g”, cf. [4; 1.6],
[1] ou [19]. Il existe € € {—1,1} tel que 070 = €T, cf. [4; 2.3] (on notera que
d’apres [4; 2.13] cet € est le €* de [4]). On suppose que g est de type Aff k
et on pose k' = ppem(2,k). Soit ¢ la plus petite racine imaginaire positive de
A = A(g,°h). Onrappelle que AU{0}, A", A,U{0} et Al° (= A UA,,.) sont
invariants par translation par kd, puisque o fixe §, cf. 1.12.2 et 2.4. L’action
de 7 sur les espaces radiciels de g’ induit la translation par k§ sur A U {0},
Le. Tga = Ba+ks -

2) Une réflexion r, du groupe de Weyl W de (g, “h) admet un représentant my,
dans N¥ C U, cf. [1; 4.6]; pour un générateur r; de W c’est :

Ma, = exp(e;)exp(—fi)exp(e;) = exp(—f;)exp(e;)exp(—fi), Vi€ I.
De plus, si a € A., my € Nk et si a € Ay, on a omao = myexplina].
3) Soit (p;)icr une base de °h/c duale de IT = (a;);er. L’ensemble d’indices I
est de la forme {0,1,..., N} et il existe d € “h (unique modulo le centre) dont
I'image dans °h/c est pg, cf. [10] ou [4]. On a d(d) = 1 et, pour tout M > 0,
I'ensemble Dy = {a € A;|{a,d)| < M} est fini.

Lemme 2.24.

1) Sie=1, alors Ao+ ké = A, et Ape+kd=Ape.

2) Sie=—1, alors A+ kd = Ape et Ape + k0 = A,

Conséquence. Si k = 2, alors € = 1, d’apres [4; 2.13]; donc dans tous les cas

A. et A, sont invariants par translation par k6 et o commute & 7 k?.

Démonstration. Ona g,,.5 =79, et 070 =¢€7. D’ou le résultat. n

Lemme 2.25. Soit a € A,,..
1) Si e=1, alors tge = raTks—a est dans Wi et (tpa)? = tora est dans Wi .
2) Sie=—1, alors Tis1a €t Tks—o sont dans Wi .

Remarques. 1) Si e = 1, alors tx(8) = B+ (B, a)kd, V3 € Q. En particulier
tha(@) = a+ 2k6.

2) Si e =—1, alors k # 2, donc k' =2k et tpro := rksraThs—a € Wk -

De plus, tio(8) = B+ (B,a)k's, VB € Q; trala) = a+ 2k et rpsia(a) =
—(a+K0).

3)Sie=1etsi atrd € A, (pour un r € N), alors les parties 1) du lemme et de
cette remarque sont encore vraies en remplacant k par r (voir la démonstration
ci-dessous).

Démonstration. Sie =1, atkd € Ay, cf. 224. On a (et k) = o
modulo le centre et donc o commute a tg,, cf. 2.23.2. Il existe n = momrs_a €
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N¢" tel que tpo = Ad(n). Ainsi v, = n~'o(n) est un l-cocycle de {1,0} dans
Z¢", ol Z est le centre de G'. Comme H'({1,0}, Z*") est un groupe commutatif
annulé par |o| = 2, le 1-cocycle v2 est un 1-cobord et donc, en modifiant n? par
Z‘”/, on peut supposer que n2 € K. D’ou 1).

Sie=—-1, atkde A, cf. 2.24; d’ou 2) d’apres 2.23.2. [

Lemme 2.26. Soit o € A,,..

1) St e =1, il existe wy, € Wy (resp. Wi ) tel que wqo(a) € Dy (resp. Day )
of. 2.23.3.

2) Si e =—1, il existe w, € Wik tel que wy () € Dy = Do, .

Démonstration. Si e = 1, d’apres le lemme 2.25, tor, (resp. tro) est dans
Wi (resp. Wy ) et agit sur o par translation par 4ké (resp. 2kd). En faisant
agir toke (ou ty, dans le premier cas) , on peut ramener « dans Dy (ou Dy).
Si e = —1, on a le résultat avec w, = tproq € Wk . n

Proposition 2.27.  Soit ¢ un systeme de racines fortement orthogonales de
Ape. Alors il existe wy € Wi tel que wy(¢) soit contenu dans Doy .
Conséquence. Il n’existe qu'un nombre fini de classes de conjugaison de
systemes de racines fortement orthogonales de A,,., modulo R, sous Wi~ , W
ou Wi .

Démonstration. Si a et 3 sont deux racines fortement orthogonales, alors «
et ko le sont aussi. D’apres 2.26, il existe, pour toute racine o € ¢, un élément
weo € Wi tel que wq(a) € Dyy. Ainsi, le produit commutatif wy = Ha€¢ We,
envoie ¢ dans Dy qui est fini. [

Théoreme 2.28. (seconde partie du théoreme B). Il n’existe qu’un nombre
fini de classes de conjugaison de sous-algebres de Cartan I'-stables de g sous
K*, K ou K.

Démonstration. Cela résulte de 2.21 et 2.27. ]

2.29. Sous-algebres toriques déployées de gp.

1) Toute sous-algebre torique déployée ar de gp est contenue dans une sous-
algebre de Cartan bhp de gg, cf. [4; 4.2]. D’aprés 2.3, on peut supposer,
quitte & conjuguer par Autq(g’ )UI, que by est stable par o. Ainsi, ag est
contenue dans hp @ iRc, cf. [4; 4.4]. En particulier, ag est contenue dans gp
(cf. [4; 4.3]) et est stable par o si elle contient le centre. Si de plus ag est
une sous-algebre torique déployée maximale, alors by est une sous-algebre de
Cartan maximalement déployée et on a ap = by et ai{ = iRec. Ainsi, la sous-
algebre torique déployée maximale o-stable ag est entierement déterminée par
ag ou bp.

2) Soit h une sous-algebre de Cartan I'—stable de g. A 'aide d’une réalisation
adaptée a o, cf. [4; 3.5], on voit facilement, puisque h~ C b, que le centralisateur
“3 =3g(h7) de h~ dans g est une sous-algebre réductive-affine I'—stable de g.

Soit a € A(g,h), alors a(h™) = 0 si et seulement si o(a) = a. Ainsi *3 =h @

( @& g,). Lesous-groupe “Z de G engendré par les V,, pour a € A7, conjugue
oa=x

les gous—algébres de Cartan adg-diagonalisables de “3. Les sous-algebres de
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Cartan w’-stables de “3 sont conjuguées par “Z% =*ZNU C Zy(h™), cf. [18;
4.4] ou Proposition 2.8 ci-dessus.

3) Si b est une sous-algebre de Cartan maximalement déployée I'—stable, toute
racine réelle o nulle sur h~ est compacte (d’apres le raisonnement de 2.19). Ainsi
age' —agznK c Z x(h7). Les sous-algebres de Cartan maximalement déployées
I'-stables de g contenant la sous-algebre torique déployée maximale by ®iRc sont
contenues dans “3 et donc elles sont conjuguées par Zx(h™) = Zx(h~ @ iRc).
Enfin, notons qu’une sous-algebre de Cartan ¢’-stable de *3 est I'—stable.

Proposition 2.30. Toute sous-algebre torique déployée maximale o -stable
ar de gy est contenue dans une sous-algebre de Cartan maximalement déployée
['—stable b de g. De plus by est unique a conjugaison prés par Zi (ag)-.

Démonstration. Si ag est une sous-algebre torique déployée o-stable, elle
est contenue dans une sous-algebre de Cartan w’-stable 'h [4; 4.2] et donc dans
'y'. L’algebre %5 = 3q(ar) est réductive-affine (cf. 2.5) de centre contenant ag et
I'—stable; son radical g, est contenu dans 39(1f)'). Il est clair que la restriction
de w’ & chacun des facteurs gy, -+, g, de *3 est une semi-involution de Cartan.
D’apres 2.3, il existe une sous-algebre de Cartan I'—stable b dans chaque ¢!
stable par o; si 0(g;) = g}, on choisit les sous-algebres de Cartan o'-stables b,
et h; telles que o(h}) = f);-; enfin on note h; la seule sous-algebre de Cartan
ad g-diagonalisable de g, Mg’ (1.14). Alors bo, by, -+, b} engendrent une sous-
algebre de Cartan I'—stable et ad g-diagonalisable §’ de “3 N g’ et donc de g'.
D’apres 1.15 b’ est contenue dans une unique sous-algebre de Cartan b de g qui
est donc I'—stable; de plus b contient agr et est donc une sous-algebre de Cartan
maximalement déployée si ar est une sous-algebre torique déployée maximale.
La derniere assertion de la proposition résulte de 2.29. [ ]

Proposition 2.31. Soient ar et tg deuxr sous-algebres toriques deployees
mazimales o -stables de g; alors ag et tr sont conjuguées par Aut(g)” , Aut(g’)?
ou Auty(g')? (resp. Gg) si et seulement si elles le sont par K* (’r‘esp K).

Démonstration. Les conditions suffisantes étant claires, on montre les condi-
tions nécessaires. Soit u € Aut(g)? tel que u(ag) = tg; d’aprés 2.29.1 ag et tg
sont dans g, on peut donc supposer u € Aut(g’)"/ (cf. 1.12.5). Soit *h (resp.
) une sous-algebre de Cartan maximalement déployée I'-stable contenant ag
(resp. tr), cf. 2.30. La sous-algebre de Cartan u(“h) est o’-stable et contient
tr, donc elle est stable par I', cf. 2.29.3. D’apres 2.30, on peut supposer, en
conjuguant encore par Zx (tg), que u(*h) = 'h. D’apres 2.10, il existe k dans
K* ou K tel que k(*h) = 'h et donc k(ag) = tg. ]

Corollaire 2.32.

1) Les classes de conjugaison sous Aut(g)” , Aut(g')’ ou Auty(g') des sous-
algebres toriques déployées mazimales de ggr correspondent bijectivement aux
classes de conjugaison sous K* des sous-algébres toriques déployées maximales
o -stables de gp .

2) L’ensemble des classes de conjugaison sous K des sous-algébres toriques
déployées mazximales o -stables de gr s’identifie a un sous-ensemble de ’ensemble
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des classes de conjugaison sous Gr des sous-algebres toriques déployées maxi-
males de g .

Démonstration. Cela résulte de 2.29.1 et 2.31. n

Remarque . Dans la suite, on ne considere que des sous-algebres toriques
déployées maximales o-stables de gp.

Proposition 2.33. Les classes de conjugaison des sous-algébres toriques
déployées mazimales o -stables de grp sous K* (resp. K, K ) correspondent
bijectivement a celles des sous-algébres de Cartan maximalement déployées T -
stables de g.

Démonstration. Cela résulte de 2.29 et 2.30. ]

Corollaire 2.34. Les classes de conjugaison sous K* (resp. K, K ) des
sous-algébres toriques déployées maximales o -stables de gg correspondent bijec-
tivement auz classes de conjugaison sous Wi (resp. Wy, Wi ) des systémes
de racines fortement orthogonales de rang maximal de A,. modulo R . En
particulier il n’y en a qu’un nombre fini.

Démonstration. Cela résulte de 2.33, 2.22 et 2.28. [ ]

Proposition 2.35.  Soient t{ et tJ deux sous-espaces admissibles de dimen-
sion minimale. Alors t7 N°h’ =5 N°p’.

Démonstration. Si h est une sous-algebre de Cartan maximalement déployée
I'-stable de g; alors hp est une sous-algebre torique déployée maximale o-stable
de gy (on identifie hr avec son image dans gy ). Ainsi, il y a une description
de by et donc de (h)” & I'intérieur de h” = h’/Cc entierement en termes de
racines et de diagramme de Tits (cf. [4; 4.6 et 6.8]). La description est la méme
dans toute sous-algebre de Cartan de g” contenant (h)”, car toutes ces sous-
algebres de Cartan sont conjuguées dans ’algebre réductive 39((h+)” ) (2.4.3).
En particulier, (t])” = (t)” et donc (t7) = (tJ)' =t/ N°y’, i = 1,2, puisque
(t7)’ contient le centre. n

Remarque 2.36. Cette proposition, largement indépendante de ce qui précede,
est le point de départ d’une autre méthode (moins performante) de détermination
des classes de conjugaison de sous-algebres toriques déployées maximales, c’est-
a-dire de sous-espaces admissibles de dimension minimale: il suffit d’étudier les
complémentaires possibles (de dimension 1) de t™ Ny’ dans t™. Pour cela,
en considérant le centralisateur de t™ N °h’, on se ramene au cas oll g est
"presque compacte maximalement déployée”, c’est-a-dire que grp a une sous-
algebre torique déployée maximale agr contenue dans une sous-algebre de Cartan
h avec a =1b'.

Corollaire 2.37. Pour a € A, on note o’ sa restriction a °h’.
Soient ¢ et W deux systémes de racines fortement orthogonales de rang mazximal

de A,.; alors :
Y ca =) cp.
acd Bey

Démonstration. Cela résulte de 2.19; 2.22 et 2.35. |
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3. Etude de quelques exemples.

On va utiliser librement dans ce dernier paragraphe des réalisations comme
algebres de lacets des algebres de Kac-Moody affines ainsi qu'un certain nombre
de notations de [4].

3.1. Les trois formes réelles presque compactes non compactes de Agl) .
On considere 'algebre de Kac-Moody affine non tordue de type Agl) :

g = sly(C[t,t71]) @ Cc @ Cd,

I’élément ¢ est central et d = t%. D’apres la table de [4; §6], il existe trois
classes de conjugaison de formes réelles presque compactes non compactes de g
correspondant aux trois semi-involutions de seconde espece o, = o;w’, i = 1,2, 3,
ol w’ est la semi-involution de Cartan standard :

(R 5i0)) = (e 7)) oo

et les o; les involutions de Cartan qui figurent dans la deuxieme colonne de la
table de [4] et seront rappelées ci-dessous.
Notons que pour ces trois formes, la sous-algebre de Cartan standard :

1

p=c(. °)eccacd

0 —1
est I'—stable et hp est maximalement compacte. L’ensemble des racines réelles
de A = A(g,h) est A" ={xa+nd; n € Z} et (ap = — a,a1 = a) est une
base de racines de A; d’ou le diagramme de Dynkin associé a g :

Dex——>w 1

On va déterminer, pour chacune de ces trois formes, les classes de conjugaison
des sous-algebres de Cartan I'—stables de g, c’est-a-dire celles des systemes de
racines réelles non compactes fortement orthogonales de A, modulo la relation
d’équivalence R, cf. Théoreme 2.21. On rappelle que le systeme vide correspond
a la classe de la sous-algebre de Cartan maximalement compacte standard by .

, , N o . .
1) LA FORME REELLE ASSOCIEE A o¢j =71 w’ :  L’involution de Cartan

o1 =T1= Tom agit sur g par la conjugaison par sur sly(C[t,t71))

1 0
0 —
et fixe ¢ et d. En particulier o7 commute a ’application translation 7. Ainsi,
ona A,.=A" = {+a+nd; n € Z} et le rang maximal d’un systéme de racines
non compactes fortement orthogonales est égal a 1. Pour toute racine réelle 3,
on a Ad(exp(imf)) = 1. Ainsi, le groupe de Weyl W de A(g,h) admet des
représentants dans K, cf. 2.23.2. En conjuguant par W = W on peut ramener
toute racine réelle & oy ou ;1 (qui ne sont pas conjuguées par W). Il existe donc
deux classes de conjugaison, sous Wy, de systemes (de rang 1) de racines non
compactes fortement orthogonales modulo R (a savoir la classe de ag et celle
de a7 qui sont échangées par ’automorphisme de diagramme involutif de Agl) ).
Il y a donc une seule classe sous Wi+, deux classes sous W et au plus quatre
classes sous Wy (car la translation par 40 est dans Wi , cf. Lemme 2.25).
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Remarque . La classe de conjugaison (sous K, K ou K *) de la sous-algebre
de Cartan I'—stable associée a la classe d’une racine non compacte a+nd (sous
Wk, Wi ou Wi+ ) est celle de

b, = Catns(h) =C (L_n tg) ® Ced C(d — go[)

qui est donc maximalement déployée pour ¢} . D’apres ce que 'on vient de voir
et la proposition 2.33 (voir aussi le corollaire 2.34) il y a donc une seule classe de
conjugaison de sous-algebres toriques déployées maximales I'—stables sous K™,
deux classes sous K et au plus quatre classes sous K .

D’apres 2.32, il y a une seule classe de conjugaison de sous-algebres toriques
déployées maximales de gg sous Aut(g/)?t ou Aut(g)°" et au moins deux classes

/7

sous Gg (i.e. sous Ad(G)71).
Dans [4; 4.9.2] on montre que, puisqu’ici € = 1, il y a plus d’une classe de
conjugaison sous SLy(A1) de sous-algebres toriques déployées maximales de gﬁé
(ou de gg, cf. [4; 4.5]). Or G est une extension centrale de SLo(C[t,t71])
d’apres [17]; donce Ad(Gr) CAd(SLa(A1)) CAd(Gr) =Ad(G)?1. Ce résultat
de non-conjugaison est donc une conséquence de celui obtenu ci-dessus.

2) LA FORME REELLE ASSOCIEE A 0 = 1ow’ : L’involution de Cartan oo =
70 = exp(adind) agit sur g par : M(t) — M (—t) sur sly(C[t,t71]) et fixe c et d.
En particulier 097 09 = —7 . Dans ce cas, on a A, = {£a+(2n+1)J; n € Z} et
le rang maximal d’'un systeme de racines non compactes fortement orthogonales
est égal & 1. Les réflexions r, et ros_, sont dans Wy (cf. Lemme 2.25.2). De
plus 74(6d —a) = a+3d et ros_o(6 —a) = a— 34. 1l en résulte que toute racine
réelle non compacte est, au signe pres, conjuguée par Wi a ag =0 —«a. Il y a
donc une seule classe de conjugaison de sous-algebres de Cartan maximalement
déployées (ou de sous-algebres toriques déployées maximales) I'—stables sous K
(et donc K* ou K).

Ainsi il y a une seule classe de conjugaison de sous-algebres toriques déployées
maximales de g sous Aut(g/)? ou Aut(g)?2. Le résultat de [4; 4.9.2] pour
€ = —1 est un peu plus précis.

3) LA FORME REELLE ASSOCIEE A o4 = pw’ : L’involution de Cartan o3 = p
est 'automorphisme de diagramme échangeant les deux sommets 0 et 1 du
diagramme de Dynkin. L’action de p sur g est donnée par : M — —T(*M)T~!
-1

sur sl (C[t,t71]), avec T = (g (1)) € GLy(Clt,t71]), p fixe ¢ et échange
d et d+ % modulo le centre de g. Cette action est donc canonique sur g’ ou
g/Cc, mais elle ne 'est pas sur g (cf. 1.4). L’involution p ne fixe aucune racine
réelle et donc A,. est vide. Les sous-algebres de Cartan I'—stables de g sont
donc conjuguées par K (en fait, le groupe K est “trop petit” et il n’existe qu’une
seule sous-algebre de Cartan I'—stable de g).

Toutes les sous-algebres de Cartan de gp sont maximalement déployées et
maximalement compactes; elles sont conjuguées entre elles par Autq(g’ )"é ou
Aut (g)"é. Toutes les sous-algebres toriques déployées maximales de gp sont
conjuguées entre elles par Autq (g’ )"é ou Aut (g)"é .
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3.2. Les deux formes réelles presque compactes non compactes de A;Q) .
On considere 'algebre de Kac-Moody affine tordue g de type A§2) :
) e 1

L’algebre de Lie g est réalisée comme étant la sous-algebre des points fixes de
I’algebre de Kac-Moody non tordue de type Agl) :

g' :=sl3(C[t,t7']) ® Cc @ Cd,

sous 'action de I'automorphisme involutif p fixant ¢ et d et agissant sur ’algebre
de lacets sl3(C[t,t!]) par :

0 0 1
M(t) — —T['M(-t)]T™, avecT =0 —1 0] € SL3(C).
1 0 0

D’apres la table de [4; §6], il existe deux classes de conjugaison de formes réelles
presque compactes non compactes de g correspondant aux deux semi-involutions
de seconde espece o, = o;w’, i = 1,2, ol W’ est la semi-involution de Cartan
standard (donnée sur g! par une formule analogue & celle de 3.1) et les o; les
involutions de Cartan figurant dans la deuxiéme colonne de la table de [4].

1) LA FORME REELLE ASSOCIEE A o]} = mw’' :  L’involution de Cartan
o1 = 1 = 71 fixe point par point la sous-algebre de Cartan standard b (qui
est maximalement compacte pour o} ) et agit sur g de sorte que la racine simple
ap est compacte et a7 est non compacte. Avec la réalisation de g introduite
ci-dessus, l'involution 7 agit également sur g en commutant & j, elle fixe c et

-1 0 O
d et agit sur sl3(C[t,t7!]) par la conjugaison par 0O 1 0
0O 0 -1

En particulier 07 commute a I’application translation 7 de g. Dans ce cas, on a
Ape = {£a1 +nd; n € Z} (c’est 'ensemble des racines réelles courtes) et le rang
maximal d’un systeme de racines non compactes fortement orthogonales est égal
a 1. Le groupe de Weyl W de A(g,h) admet des représentants dans K (car ap
est compacte et Ad(exp (irai)) = 1, cf. 2.23.2). Toute racine compacte (resp.
non compacte) est conjuguée par W =Wy a g (resp. ai). Il existe donc une
seule orbite, sous W, de racines non compactes et au plus deux orbites, sous
Wk modulo la relation R, qui sont celles de ay et 26 — oy (cf. 2.25.3).

Ainsi il y a une seule classe de conjugaison de sous-algebres toriques déployées
maximales o;—stables de g sous K* ou K et au plus 2 classes de conjugaison
sous K. Il y a une seule classe de conjugaison de sous-algebres toriques déployées
maximales de gg sous Autq(g/)?" ou Aut(g)°.

2) LA FORME REELLE ASSOCIEE A 05 = 7ow’ :  L’involution de Cartan
oy = 7o = exp(adind) agit sur g (et g') par : M(t) — M(—t) sur sl3(C[t,t™}])
et fixe ¢ et d. En particulier oo commute a I'application translation 7 de g.
Dans ce cas, on a A, = {+a1+(2n+1)d; n € Z}U{£2a1+(2n+1)); n € Z} =
{ racines non compactes courtes} U { racines non compactes longues} et le rang
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maximal d’un systéeme de racines non compactes fortement orthogonales est égal
a 1. Le groupe de Weyl W (et donc Wx, Wy ou Wk« ) permute les racines
réelles en conservant la longueur, donc il existe au moins deux orbites de racines
non compactes sous ces groupes. D’apres la proposition 2.27 et le lemme 2.26 il
suffit de considérer les classes, sous Wy (resp. Wy ) de racines non compactes
qui sont dans Dy (resp. D3). On voit alors facilement, en faisant agir le sous-
groupe de Wy engendré par les reflexions r,, et ros_n,, qu’il existe une seule
classe, sous Wi et modulo la relation R, de racines courtes non compactes (c’est
celle de 0 — 7). Quant aux racines longues non compactes, il existe une seule
classe, sous W et modulo la relation R, c’est celle de ag = d — 21, et au plus
deux classes sous Wi et modulo R (celles de 6 — 2a; et 35 — 2aq).

Il y a donc deux classes de conjugaison de sous-algebres de Cartan
maximalement déployées (ou de sous-algebres toriques déployées maximales)
I'—stables sous K ou K*. Et il existe exactement 2 classes de conjugaison de
sous-algdbres toriques déployées maximales de gg sous Aut(g')?> ou Aut(g)°2.
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