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Résumé. The Lemma 3.2 and the Proposition 3.2 in “L’indice de Maslov en
dimension infinie” [Journal of Lie Theory 18 (2008), 161-180] are false. We give a
new definition for the Fredholm pairs. The Maslov index can then be constructed
in the same way.
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1. Introduction

Lors de la correction de notre these, K.-H. Neeb nous a signalé que le lemme
3.2 de cet article est faux. La proposition 3.3 dont la démonstration utilise ce lemme
est fausse également. Il n’est donc pas pertinent de définir les paires de Fredholm
comme étant les paires dont I'opérateur de Bergman est un opérateur de Fredholm.
Par ailleurs, notre définition des paires de Fredholm avait changé, pour ne plus tenir
compte que des propriétés nécessaires a la définition de 'indice de transversalité, si
bien que la proposition 3.3 n’avait plus qu'un caractere anecdotique. Nous donnons
ici la nouvelle définition des paires de Fredholm, nous montrons qu’elle coincide
avec la définition classique dans le cas F = Sym(H). Nous donnons alors la
démonstration du lemme de perturbation.

Nous tenons a remercier K.-H. Neeb de nous avoir signalé notre erreur.

2. Paires de Fredholm

On considere un JB*-triple E dont I’ensemble des tripotents inversibles ¥
n’est pas vide. Soit (z,e) € X2. Le couple (z,¢) est dit transverse lorsque Q(x —e)
est inversible. Le spectre de x relativement a e est ’ensemble des A € C tels que
Q(z — Xe) est inversible. C’est le spectre Sp(z, E®)) de x dans I'algebre de Jordan
E®©.

Soit C(z,e) la sous-algebre fermée de E®) engendrée par e, z et x* =

Qe)z.
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Proposition 2.1.  Soit (z,e) € ¥2. Alors
(i) C(z,e) est associative et c¢’est donc une C*-algebre commutative.

(i1) Le spectre U, de x dans C(x,e) est contenu dans le cercle unité, et c’est
aussi le spectre de x dans E(©.

(111) La paire (x,e) est transverse si et seulement si 1 € Uy

Preuve. Dans B 2* = 27" Oron a [L(z),L(z™")] = 0 (cf. [7, 19.26]) et
donc C(x,e) est fortement associative, en particulier associative. Le systeme triple
C(z, e) est donc lui aussi associatif et I'on a (cf. [7, 20.32]), pour tout u,v € C(z,e),
|uov| < u||v]. On écrit alors comme dans [7, 20.33], pour z € C(z,e),

2P = {z, 2,2} = 20 (" 0 2)] < Jel =" 0 2| < |2 ]2"| = |2

Donc C(z,e) est une C*-algebre. Comme x est unitaire dans cette C*-algebre,
son spectre est contenu dans le cercle unité. Or C(z,e) est contenue dans une
sous-algebre fortement associative maximale (et fermée) de E®), et le spectre de
x dans cette sous-algebre est égal au spectre de x dans C(z, €), puisque celui-ci est
égal sa frontiere. Mais cette sous-algebre fortement associative maximale est pleine
dans lalgebre de Jordan E(©) (ie. ses éléments y sont inversible si et seulement si
ils sont inversibles dans E©) | cf. [2, 5]), et donc le spectre de = dans C(z,e) est
égal au spectre de z dans E® . La derniere assertion découle immédiatement de
la précédente. [ |

Puisque C(z,e) est engendrée (comme C*-algebre) par x et e, on a liso-
morphisme de Gelf’and :

Gre :C(zye) = C(Uyp,),
y—y.

Supposons maintenant que 1 ¢ U, . ou bien que 1 est isolé dans U, .. Alors
la fonction caractéristique xyiy de {1} est continue sur U, .. On note alors

p= p(:E, 6) = gx,e_l(X{l})

le projecteur associé 1, et

Ay(e) = {p, Ale), p}.

On dit que 1 est de multiplicité finie si A,(e) est une .JB-algebre de rang finie,
ie.,

Aple) = A1 @ B Ay
ou chaque A; est une algebre de Jordan euclidienne simple ou un facteur spin (ie.

la JB-algebre, de rang 2, H®R ot H est un espace de Hilbert), le rang de A,(e)
étant alors par définition

rang A,(e) = rang (A;) + - - - +rang (4,).
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Définition 2.2.  Soit (z,e) € X2. On dit que (z,€) est une paire de Fredholm
lorsque (x,e) est transverse, ou lorsque 1 est isolé dans U, ., et est de multiplicité
finie.

On définit alors I'indice de transversalité de la paire de Fredholm comme le rang
de A,(e),
p(z,e) = rang A,(e).

Lorsque 1 est isolé mais que A,(e) n’est pas de rang fini, on pose u(x,e) = co.

Exemple 2.3. Soit H un espace de Hilbert complexe (séparable) muni d'une
involution isométrique 7 et considérons le JB*-triple £ = Sym(H) des opérateurs
symétriques sur H. Montrons que notre définition des paires de Fredholm corres-
pond a la définition classique. Notons Hj la forme réelle de H associée a 7. Soit
(z,e) € X2, Alors ze™! est unitaire, donc normal. Soit C*(ze™!) la sous-algebre
fermée de L(H) engendrée par id, ze !, et (re™!)* = ex!. Alors la multiplication
droite par e est un isomorphisme de C*(ze™!) sur C(z,e) (qui envoie id sur e et
ze~! sur z). Supposons que 1 est isolé dans U, .. Notons p le projecteur associé
1 dans C(x,e) et p' = pe~! le projecteur associé 1 dans C*(ze™!). L’opérateur
p’ est une projection au sens usuel, et I'on a

ker(id —ve™) = p'H.

L’action du groupe unitaire U(H) sur ¥ par automorphismes du systeéme triple
E (définie par z +— vz'%) est transitive (lorsque X est vu comme la Lagrangienne
de Hy & Hy, cette action correspond a l’action naturelle du groupe unitaire de
Hy®C dont la transitivité se démontre comme en dimension finie). En particulier,
il existe u € U(H) tel que e = u'u. Alors A(e) (la partie autoadjointe de E pour
'involution définie par e) est isomorphe a Sym(Hy) :

A(e) = A(uid ) = uA(id)w ~ A(id) ~ Sym(Hy).

Soit p” = u™lpw~t. C’est un projecteur de Sym(Hy), i.e. une projection de H
laissant H, stable. De plus

Ay (id) = p" Sym(Ho)p" ~ Sym(p" Hy),

comme on peut le voir en écrivant la “matrice” d’un opérateur z € Sym(Hy)
relativement la décomposition Hy = p”"Hy @ (1 — p”)Hy, et donc

Ay(e) ~ Sym(p”Hy).
Ainsi A,(e) est de rang fini si et seulement si p”H est de dimension finie. De plus
ker(id —ze™) = pe 'H = pH = p'u™'H = up"H,

donc
dim ker(id —ve ') = dim¢ p” H = dimg p” Ho,

et lorsque 1'un des deux membres est fini,

dimker(e — x) = rang A,(e).
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Montrons que dans ce cas, x — e est un opérateur de Fredholm. Puisque
(id—ze ) =id—ex ' = (z —e)z ! = (ze ! —id)ex !,
on a
codimim(id —ze~1) = dim ker(id —ze™!),
1

et il reste montrer que id —ze~
Gelf’and on voit que 1 — (ze™!

id—p' = (id —ze H)(1 — (ze™! —p/)) 7.

est d'image fermée. Gree 1’isomorphisme de
—p') est inversible, et 'on a

Donc
im(id —ze ') = im(id —p') = ker p’

est bien fermé. Réciproquement, si z — e est un opérateur de Fredholm, c’est aussi
le cas de id —ze™!. Comme 0 est dans la frontiere du spectre de cet opérateur,
il est en fait isolé (on peut en effet montrer que pour un opérateur de Fredholm
T sur un espace de Banach X, dont le spectre contient 0 dans sa frontiere, on a
X =kerT* @ im T* pour un entier k£ > 1 & partir duquel la suite des noyaux et
images itérées se stabilise, et on en déduit que 0 est isolé). Donc 1 est isolé dans

Use-

Revenons au cas général. Le fait que 1 soit isolé ou non dans U, . peut se
lire directement sur le spectre de P(z —e) = Q(x — e)Q(e).

Proposition 2.4.  Soit (z,e) € 2. Alors 1 est isolé dans U, . si et seulement
si 0 est isolé dans le spectre de P(x —e) = Q(xz —e)Q(e).

Preuve. Posons U = U, . = Sp(x, E®). D’apreés le théoreme de J. Martinez
Moreno ([4, 3]),
o(P(x—e)C(1=U)1-0).
Donc si 1 est isolé dans U, alors 0 est isolé dans o(P(z — €)).
Pour établir la réciproque, on montre que

{1=XN?|AeU} Co(P(x—e¢)).
Commenons par monter que
{1=X’ | AU} Cou(1-U)(1-U),

ou O+ K est la frontiere de la composante connexe non bornée du complémentaire

212 I N . O ;8
du compact K. Tout élément 1 — A € 1 — U s’écrit de manicre unique 2 cos 5e'?
avec —m < © < 7, et alors

(1 —X)? = 4cos? %ei@.
0

Soient 2 cos Eei% et 2cos(© — g)ei(e_g) dans 1 — U, ou U est le cercle unité : leur
produit vaut

4 cos g cos(© — g)e’@ =2(cos© + cos(© — §))e®.
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Or la fonction 6 +— cos® + cos(© — #) est maximale pour © = 6. La demi-
droite ]4 cos? £, +00[e™® est donc entierement contenue dans le complémentaire de
(1-U)(1—=U), et cela implique notre assertion. Considérons

B={T e L(F)|TC(z,e) C C(x,e)}.

C’est une sous-algebre fermée de L(F) qui contient P(x—e). Le spectre de P(z—e)
dans B est constitué de o(P(x—e)) et, éventuellement, de certains de ses trous (ie.
les composantes connexes bornées de son complémentaire). De plus, en considérant
le morphisme

B — L(C(x,¢)), T = Ticg.e),

on a, puisque o(P(z — €)oe)) = {(1 = A)? | A € U}, Vinclusion

{1=XN?|XeU} Co(P(z—e),B).
Il résulte alors de

{1=XN? XU} COun(1-U)1-1)

que

{(1=N?|XeU} Cao(P(z—e),B).
Comme Jo(P(x —e),B) C do(P(x —e)), il vient

{1=N?| A€ U} CIo(P(x—e)).
Et donc si 1 € U n’est pas isolé, alors 0 € o(P(z — €)) n’est pas isolé. [
Soit € € U. On a Ugeite = e*ieUm, et donc si e? est isolé dans U, ., alors

1 est isolé dans U, s, et on peut définir p(z,e”e) et u(z,ee).
Pour 0 < ¢ < 7 on note

A =1{e?]0< 0] < <)

Lemme 2.5 (Perturbation de 'indice de transversalité). — Soit (z,e) une paire
de Fredholm. Il existe 0 < € < m tel que 1 est la seule valeur spectrale de x dans
A.. 1l existe un voisinage V de x tel que pour tout tripotent inversible y € V, le

spectre de y dans A. est fini et ne contient pas =%, et
pla,e) =Y ply,e’e).
|6]<e
Preuve. Puisque 1 est isolé (ou n’est pas) dans U,.., il existe 0 < ¢ < 7 tel

que U, . N A = 0. Dans une algeébre de Jordan Banach, I’ensemble des éléments
inversibles est ouvert, donc il existe un voisinage V de x tel que

Vy €V y— e e est inversible.

Alors si y est une unité dans V, 0. = A. N U, est un sous-ensemble spectral et
on peut donc définir ¢(y,e,0.) = G, (xo.). Alors

,€

1 -1
px,e:/ —(Ae —x) "dA,
wa=[  gme-n)
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1 1
q(y, e, 0.) = / —(Xe —y) " dA,
© [A—1|=¢ 2m
ce qui montre, 'inversion étant continue, que si y est suffisamment proche de x,
alors q(y,e,o0.) est suffisamment de p(x,e). Or si p est un idempotent d’une
JB-algebre A, tout idempotent ¢ dans un voisinage de p peut s’écrire

q = expky(p)

ou v € Ax (p) et expk, est un automorphisme de A (cf. [1]). Quitte a restreindre
V, on a donc, en faisant p = p(z,e) et ¢ = q(y, e, 0.) : pour tout y dans V, A,(e)
est isomorphe a A,(e). En particulier, si A,(e) est de rang fini alors A,(e) aussi et
les rangs sont égaux. De plus, dans ce cas, d’apres [6, Lemme 4.10 2], 'ensemble o,
est le spectre de P(q)y relativement & ¢ dans P(q)E et donc est fini. Supposons
o. = {e, ..., e} et soit ¢; = G, ("), alors en faisant le calcul dans C(U,.),
on voit que les ¢; sont des idempotents deux deux orthogonaux tels que

9=q+- - +aq,

et donc rang(q) = rang(q;) + - - - + rang(q). u
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