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Abstract. In this paper, one proves an idea expressed by Clozel: inside an
Arthur’s packet, one has the representations in the Langlands’ packet inside the
Arthur’s packet and more tempered representations than these representations.
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Dans cet article F' est un corps local non archimédien et Wy est son groupe de
Weil.

Dans [9] (dernieres lignes apres 2.4) qui est basé sur [8], Clozel énonce la
philosophie des paquets d’Arthur a savoir qu'un paquet d’Arthur doit étre com-
posé de représentations dans le paquet de Langlands naturellement associé au
parametre du paquet d’Arthur et de représentations ”plus tempérées”; c¢’est aussi
ce qui est expliqué dans le cas des places archimédiennes par Adams, Barbasch et
Vogan mais nous nous limitons ici aux places finies et nos méthodes ne s’étendent
pas aux places archimédiennes. On peut donner plusieurs sens a une telle asser-
tion. Clozel en donne un qui ne s’applique qu’a certaines représentations mais qui
est particulierement simple a expliquer: on rappelle que les paquets d’Arthur aux
places p-adiques sont associés a des morphismes de Wr x SL(2,C) x SL(2,C)
dans le L-groupe ayant de bonnes propriétés. On ne considere que des groupes,
G, pour lesquels on peut voir de tels morphismes comme des représentations
de Wgp x SL(2,C) x SL(2,C) a valeurs dans un groupe GL(m§,C) (ce qui
définit mf,) se factorisant par un sous-groupe de similitudes orthogonales, sym-
plectiques ou unitaires; cela revient a dire que G est un groupe classique tel que les
représentations automorphes irréductibles de carré intégrable de sa forme intérieure
quasidéployée sont accessibles par la théorie de I’endoscopie tordue a la Arthur; on
reprend le yoga expliqué par Arthur auquel on n’ajoute rien (cf. par exemple [4],
[5]). Tous les groupes G considérés sont en particulier tels que les sous-groupes
paraboliques ont des Levi isomorphes a un produit de groupes linéaires par un
groupe de méme type que G et ceci est aussi vrai pour le groupe dual. Pour éviter
une multiplication de notations, le plus simple est de considérer que G est un
groupe classique usuel.
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La propriété de base ([1]) des paquets de représentations associées a un tel
morphisme 1 est que ce paquet contient toutes les représentations du paquet de
Langlands qu’Arthur a naturellement associé a 1 en composant, l'inclusion de
We x SL(2,C) dans Wr x SL(2,C) x SL(2,C) avec v ou la premiere inclusion

est
(w,9) — |w, g w0
’ s I 0 |w|—1/2 .

Le fait que le paquet de Langlands est effectivement inclus dans le paquet d’Arthur
est certainement démontré par Arthur et se trouve aussi dans [17] section 6.

Dans tout I'article on note II(¢)) le paquet de représentations associées a
(on en rappelle la définition et la construction en 3 ci-dessous) et on note I1(¢y)
le paquet de Langlands a l'intérieur du paquet d’Arthur. .

La remarque de Clozel la plus simple a exprimer est que si 7 € II(¢)) et
s'il existe un autre morphisme 1" tel que = € II(¢}), alors l'orbite unipotente
de GL(m{, C) définie par la restriction de ¢ a la deuxieme copie de SL(2,C)
contient dans sa fermeture 'orbite unipotente définie par la restriction de ¢’ a la
deuxiéme copie de SL(2,C). Nous démontrons cette remarque en 2.3 ci-dessous.
Bien str ici, il est important que 7 soit dans le paquet de Langlands associé a 1)'.
Et ce résultat ne s’applique donc qu’a peu d’éléments de I1(¢)) puisqu’en général
si m e I(y) — (), il n'existe pas de morphisme )" tel que m € I1(y)} ).

On donne donc un sens a la remarque de Clozel qui s’applique a toute
représentation dans II(¢)). Puisque grace aux résultats d’Arthur, on a main-
tenant, pour les groupes auxquels les résultats d’Arthur s’appliquent, la classifica-
tion de Langlands des séries discretes (cf [15] et [17]), pour toute représentation
irréductible 7, on peut définir a I’aide du groupe dual (au moins théoriquement)
les parametres de Langlands de 7 et on peut donc associer a m un morphisme de
Wg x SL(2,C) dans le L-groupe de GG; on voit encore ce morphisme comme une
représentation, ¢, de Wr x SL(2,C). On associe alors a 7 une orbite unipotente
en restreignant ¢, & SL(2,C); on note O cette orbite. On suppose maintenant
que 7 € II(x)) (avec 1 comme ci-dessus). On montre alors (cf. 6.3) que OL con-
tient dans sa fermeture I'orbite unipotente de GL(my;, C), définie par la restriction
de ¢ a la premiere copie de SL(2,C); on vérifie aisément que si 7w € (1)), les
2 orbites coincident. Ce résultat répond a la méme philosophie que le précédent
mais differe par le fait qu’il fait intervenir la premiere copie de SL(2,C) et non la
deuxieme. Il est donc de nature purement locale. Comme application immédiate de
ce résultat (suggérée par [10]) on obtient que si ¢ est un morphisme déterminant un
paquet de représentations, ce paquet de représentations contient une représentation
non ramifiée seulement si la restriction de 1 a la premiere copie de SL(2,C) est
triviale. De plus, facilement, on vérifie que la restriction de 1 a Wy est alors non
ramifiée et que quand ces deux conditions sont satisfaites, le paquet contient une
unique représentation non ramifiée (cf. 6.4); pour les groupes orthogonaux pairs
il faut bien considérer tout le groupe orthogonal.

Cette relation n’est donc sans doute pas celle que Clozel avait en vue. Ce
qui est plus intéressant d'un point de vue global, est de comparer les exposants
des représentations, car les exposants locaux donnent quelques informations sur
les exposants globaux. La propriété ici est une majoration des exposants locaux
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a l'aide de 'orbite unipotente associée a la restriction de v a la deuxieme copie
de SL(2,C) pour tout m € II(¢)). Plus précisément, soit 7 une représentation
irréductible; grace au théoreme du quotient de Langlands, et au choix particulier
des groupes que 'on a fait ici, il existe une inclusion

T (X(Pﬂ,iﬂ)EﬁwSt(p? a)’ ’ |x> X Ttemp,

ou L, est un ensemble de triplets formé chacun d’une représentation cuspidale
unitaire, p, d’'un entier a et d'un réel strictement positif = et ot ey, est une
représentation tempérée irréductible d’'un groupe de méme type que G mais de
rang en général plus petit (cf. 6.1); la notation |- | est le caractére non ramifié,
valeur absolue de F' ala puissance x composé avec le déterminant du groupe GL de
la situation. L’ensemble {z;(p,a,x) € L;} vu comme ensemble avec multiplicité
de réels strictement positifs est bien défini et on ’appelle ensemble des exposants
de 7; on le note Exp(mw). L’ensemble L, est partiellement ordonné, les = qui y
interviennent décroissent au sens large mais on peut échanger des triplets ayant le
méme x; ainsi Exp(m) est lui un ensemble avec multiplicité ordonné de nombres
réels. Il y a un défaut a cette définition, c¢’est qu’elle ne tient pas compte de la série
discrete qui porte I'exposant, donc ci-dessus dans le triplet (p,a,x), on peut tenir
compte du p (cf. ci-dessous) mais on ne tient pas compte du a. Si 7 est dans le
paquet de Langlands associé a 1, on connait parfaitement Exzp(m): pour I'obtenir,
il faut décomposer 1 en sous-représentations irréductibles; une représentation
irréductible de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) est la donnée d’un triplet (p,a,b) ou p
est une représentation irréductible de Wr et a,b sont des entiers qui déterminent
chacun une représentation irréductible de SL(2,C). Pour les paquets d’Arthur, on
ne considere que le cas ou les représentations p intervenant sont unitaires (pour
palier a I'absence de conjecture de Ramanujan il faudrait accepter des torsions
par des caracteres de la forme |- | avec x €] — 1/2,1/2[; c’est une variante
facile que l'on ne traite pas ici). On note Jord(y) l'ensemble avec multiplicité
des sous-représentations irréductibles de 1. On appelle Ezp(y)) la collection de
demi-entiers, U(p,ayb)ejmdw)(b— 1)/2,---,d, ol pour tout entier b, 4, vaut 1/2 si
b est pair et 1 si b est impair. On vérifie aisément (cf. 1) que Fxp(y) = Exp(r)
si m € II(v1). On suppose simplement que 7 € II(¢)) et on montre en 7.2 que
Ezp(m) < Exp(¢) au sens des inclusions d’orbites unipotentes, c’est-a-dire que
pour tout entier ¢ la somme des ¢ plus grands éléments de Exp(7) est inférieure
ou égal a la somme des t plus grands éléments de Exp(1)), on ajoute des 0 si
nécessaire. L’assertion est moins jolie que ’assertion sur les orbites unipotentes et
elle ne la généralise pas completement par la remarque déja faite que dans cette
assertion on oublie completement la taille de la représentation de Steinberg qui
"porte” 'exposant.

L’article démontre successivement les 3 propriétés expliquées dans cette in-
troduction; la premiere propriété est d'une nature différente des autres. On a essayé
d’expliquer cela dans 'article: elle est conséquence d’'une propriété des modules de
Jacquet des représentations des groupes linéaires associées aux représentations de
WexSL(2,C)xSL(2,C) considérées; c’est la propriété de 2.2. Les représentations
dans les paquets de Langlands a 'intérieur d’'un paquet d’Arthur sont extrémement



800 M@EGLIN

particulieres (cf. par exemple 1 ci-dessous): elles héritent du fait que les com-
posantes locales des formes automorphes de carré intégrable pour les groupes
linéaires sont particulierement simples, ces composantes locales sont des induites
nécessairement irréductibles de modules de Speh. Pour les groupes considérés ici,
la situation est un peu plus compliquée, ces représentations ne sont pas des in-
duites irréductibles mais peu s’en faut quand méme. En particulier leur module
de Jacquet ont des propriétés assez remarquables et c’est cela que l'on utilise.
Le fait qu’une non nullité de modules de Jacquet pour une représentation dans
un paquet d’Arthur entraine aussi une non nullité de module de Jacquet pour la
représentation du groupe linéaire associé est immédiate si tous les signes dans le
paquet d’Arthur sont les mémes. Quand ceci n’est pas vrai, la situation est plus
compliquée et la preuve nécessite alors d’entrer dans la structure fine des con-
structions pour montrer cela (cf. 5.1 ci-dessous). Quand on a cette non nullité des
modules de Jacquet, la remarque de Clozel est une propriété combinatoire simple
qui se résume a: soit S et S’ deux segments décroissants de méme début et tels
que S’ est inclus dans S alors le milieu de S est inférieur ou égal au milieu de S’
(cf. 2.3).

Les deux autres propriétés ont une démonstration analogue; les assertions
sont vraies si le paquet ne contient que des représentations tempérées et la preuve
consiste donc a se ramener a ce cas. Pour cela il faut utiliser des descriptions par
récurrence des éléments de I1(1)) qui sont données en 5.3 et 5.4 et la démonstration
est purement technique.

Dans l'article on démontre une version un peu plus précise des propriétés
annoncées ici; on fixe la représentation irréductible de Wy que l'on identifie
via la correspondance de Langlands a une représentation cuspidale d'un groupe
linéaire convenable et toutes les propriétés énoncées s’exprimant, coté 1, dans la
composante isotypique pour 'action de Wy et pour les exposants, on démontre
la propriété en fixant le support cuspidal des représentations de Steinberg tordues
comme étant une collection de représentation de la forme p| - |[Y pour y € R avec
une représentation cuspidale p fixée d'un groupe linéaire convenable. Cela ne cotite
pas plus cher et simplifie méme les notations.

Conventions importantes: on suppose que la classification de Langlands des
séries discretes est connues pour les groupes considérés, ou plus exactement notre
article ne s’applique qu’aux groupes classiques (ou méme de similitudes) pour
lesquels cette classification est connue en les termes de [4]. Pour le moment le
bilan est plutot maigre.

Pour la clarté des notations, on a préféré oublier dans le texte le fait que
dans le cas des groupes unitaires, les groupes linéaires qui interviennent ne sont
pas sur le corps de base F' mais sur I’extension quadratique de F' qui sert a définir
la forme linéaire et au lieu de considérer la contragrédiente des représentations de
ces groupes linéaires il faut considérer le dual hermitien.
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1. Description des représentations de Langlands a I'intérieur d’un
paquet d’Arthur

1.1. Description. On fixe ¢ comme dans I'introduction, d’ou Jord(y) défini
aussi dans l'introduction et qui donne la décomposition de 1) en représentations
irréductibles. Dans l'introduction on a défini le morphisme de Langlands as-
socié a ¢ par la méthode d’Arthur; on le note ¢, et sa décomposition en sous-
représentations irréductibles est explictement donnée en fonction de celle de v

par:
— f® ¥
Pu D @ce[—w—l)/z,(b—l)/z] pl- " @rep
(p.a.b)e Jord()

comme représentation de Wr®SL(2,C), o pout a € N, rep, est la représentation
irréductible de dimension a de SL(2,C). Les représentations dans le paquet de
Langlands associés a ¢, sont en bijection avec les représentations tempérées dans
le paquet associé a

Zﬂtemp = @ PR TeEp,.

(p,a,b)eJord(y);b=1[2]

A tout Tiemp € II(Wremp), On associe la représentation qui est le sous-quotient de
Langlands de I'induite:

(X(p,a,b)EJord(w);b>1 X celsy,(b—1)/2] St(p, a)| - \C> X Temps (1)

ou 0, = 1/2 si b est pair et 1 si b est impair et ou l'intervalle est formé soit de
demi-entiers non entiers si b est pair soit d’entiers si b est impair. Ceci veut dire
que 'on conjugue les premiers termes de l'induite ci-dessus pour que les exposants
soient dans la chambre de Weyl négative et que 'on prend 'unique sous-module
irréductible de I'induite ainsi obtenue.

On peut construire ce sous-module irréductible de fagcon beaucoup plus
agréable avec la définition suivante: soient p comme ci-dessus, a un entier et [x, y]
un segment croissant, on note J(St(p,a),x,y) 'unique sous-module irréductible
pour le GL convenable inclus dans I'induite

xce[m,y]St(pa (1,)| : |C‘

On a montré en [21] 1.6.3 que pour p,a,z,y,p’,a’,z’',y", V'induite pour le GL
convenable J(St(p,a),x,y) x J(St(p',d'),2’,y’) est irréductible par exemple si
ly—y'| <1/2.

Proposition.  Les éléments de 1I(¢r) sont en bijection avec les éléments de
I (temp) Uapplication v Tyemy est caractérisée par le fait que

™= (X(p,a,b)EJord(1/));b>1‘](St(p7 CL), _(b - 1)/2’ _5b)) X Ttemp- (2)

De plus dans (2) on peut bouger les premiers facteurs comme on veut.
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C’est une conséquence facile (montrée en [19] 3.5.1) de la propriété d’irréduc-
tibilité démontrée en [21] et rappelée avant 1’énoncé. On ne refait pas la démons-
tration ici car les idées sont celles que 1'on va utiliser (et écrire) dans 1.3 ci-dessous.

Remarque. Cette forme tres particuliere des parametres de Langlands des
représentations dans un paquet du type I1(1r) prouve que pour m général, il n’existe
pas P tel que w € II(¢r). On donnera ci-dessous la définition des éléments de
II(¢)) mais pour un élément de 11() il nexiste pas en général de morphisme '
tel que cet élément soit aussi dans 11(¢}) sauf évidemment pour les éléments de

I(tz).

1.2. Notations concernant les modules de Jacquet et les représentations
associées a des segments. Soit m une représentation de longueur finie de G
et soit p une représentation cuspidale irréductible (qui sera toujours unitaire ici)
d’un groupe linéaire GL(d,, F'). Pour x € R, on définit Jac,m; pour cela, il faut
que G soit de rang déployé supérieur ou égal a d, (sinon on pose Jac,m = 0) et
cela suppose aussi que 'on a fixé un sous-groupe parabolique minimal, une fois
pour toutes, de facon a avoir la notion de sous-groupe parabolique standard; on
fait un tel choix dans tout ’article mais on le fait de facon compatible pour tous les
groupes intervenant; par exemple quand il est fait pour G il est fait pour le groupe
G' qui arrive immédiatement dans la phrase suivante; pour étre plus correct, on
fixe un ”tres gros” groupe H de méme type que G mais de rang bien plus grand;
on fixe un parabolique minimal standard pour H et on considere chaque groupe
de méme type que G qui intervient dans cet article comme sous-groupe de H,
en considérant GL(dy ) x G comme un sous-groupe de Levi standard dans le
parabolique standard convenable pour H, ou dp est la différence des rangs
entre H et G.

On considere alors le sous-groupe parabolique standard de Levi isomorphe
a GL(d,, F') x G', ou G’ est un groupe de méme type que G mais de rang d,
de moins et Jac,m est par définition telle que dans le groupe de Grothendieck de
GL(d,, F)xG", le module de Jacquet de 7 pour le radical unipotent du parabolique
décrit est de la forme

pl- ¥ x Jac,m & (@UQZ)WU),

ol o parcourt I’ensemble des représentations irréductibles de GL(d,, F') non iso-
morphes a p|-|* et ol 7, est un élément convenable du groupe de Grothendieck de
G'. Cela définit uniquement Jac,m comme élément du groupe de Grothendieck de
G’ puisque le groupe de Grothendieck des représentations de GL(d,, F') x G’ est
un espace vectoriel ayant pour base les représentations irréductibles de ce groupe.

On a besoin d’une notation analogue pour les représentations des groupes
linéaires eux-mémes. Soit 7¢% une représentation d'un groupe linéaire GL(m, F')
; ici on définit Jac?n nul si m < d, et sinon de telle sorte que le module de
Jacquet de 7L pour le sous-groupe parabolique standard usuel de GL(m, F') de
Levi GL(d,) x GL(m —d,, F') soit dans le groupe de Grothendieck convenable, de
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la forme
pl-|” x Jach(x") & (o @),

ol o parcourt 'ensemble des représentations irréductibles de GL(d,, F) qui ne
sont pas isomorphes a p| - |*.

On définit Jac? . 7¢L de fagon symétrique et précisément: Jac? 7% est nul
si m < d, et sinon est I'unique représentation éventuellement 0 tel que le module
de Jacquet de 7% pour le sous-groupe parabolique standard usuel de GL(m, F') de
Levi GL(m—d,, F)x GL(d,, F) soit de la forme Jac®, 7 @ p*|-| & (D, 7, @0)
ou ¢ parcourt I’ensemble des représentations irréductiblesst un élément convenable
du groupe de Grothendieck de GL(m — d,, F').

On pose alors

Jad 7" = Jac? o JacinC

ce qui vaut 0 si m < 2d, et vaut aussi Jacd o Jac? . w¢L et est 'unique élément
du groupe de Grothendieck de GL(m — 2d,, F') tel que le module de Jacquet de

7L relativement au parabolique standard de Levi GL(d,, F) x GL(m —2d,, F) x
GL(d,, F) soit de la forme

pl . |Jt ® Jacg,TfGL ®p*| . |—z @ (@ 0®7T070/ ®U/),
(0,07)

ou (o,0") parcourt I'ensemble des couples de représentations irréductibles de
GL(d,, F) ol soit o % p| - |* soit o’ 2 p*| - |7.

Ces applications peuvent s’itérer; en particulier on définit Jac,,..., =
Jacy o ---Jac,. La propriété clé qui vient de la réciprocité de Frobenius est que

Jac,m # 0= o, m— p|-|* x 0.

De plus Jac, o Jac, = Jac, o Jac, si |x —y| > 1.

On fixe toujours p et on fixe aussi un segment |[x,y], c’est-a-dire que
z,y € R et x —y € Z (ici dans larticle, le segment sera formé de demi-entiers et
sera décroissant); on note (x,--- ,y), 'unique sous-représentation irréductible du
groupe linéaire GL(d,(|x —y| 4+ 1), F) incluse dans I'induite X.cp4p| - |*.

1.3. Propriétés des modules de Jacquet des éléments de II(¢1). On fixe
p. Soit Z un sous-ensemble de Jord(y) formé de triplets de la forme (p,a,b)
(c'est le p fixé), vérifiant tous b > 1; on note € 'union des segments décroissants
[(a—1b)/2,—(a+b)/2+ 1] pour (p,a,b) parcourant Z et on réordonne £ de sorte
que lordre sur £ soit 'ordre décroissant pour les demi-entiers.

Lemme. Soit m € II(v1); alors Jac,eem # 0.

On ordonne Z de sorte quesi (p, a,b) < (p,a’,b') alors (a—b)/2 > (a'—b")/2
et on récrit 1(2), en utilisant le fait que ¢, est bien défini pour tout (p,a,b) €
puisque b > 1 par hypothese: © —

X(p,a,b)EIJ(St(pu CL), _(b_l)/27 _617) X(p’,a’,b’)eJord(¢)—IJ(St(p/7 CL/)7 —(b/—l)/2, _5b’)
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X Wtemp .

Il est plus simple de remplacer Z par un segment [1,v] pour v un entier convenable
et d’écrire les éléments de Z sous la forme (p,a;,b;);5 € [1,v]. On a la suite de
morphismes: 7 —

J(St(p> a1)7 _(bl - 1)/27 _5171) Xj€[2,v] ‘](St(pa aj)’ _(bj - 1)/27 _5bj)

X (ot a yegora()-1 (St(p', '), = (b = 1) /2, =0) X Tiemy
— St(p,ar)| - |7OTVE x J(St(p, ar), —(by = 3)/2, —6,)
X jezal (St(p, a;), —(bj —1)/2, =0y,
X (o0t e Jord(w)—zJ (St(p', @), = (0" = 1) /2, =6y) X Tremyp
~ St(p,ar)| - |7 e J(St(p, az), —(b; — 1)/2,—6,)
X J(St(p,a1), —(by — 3)/2, —b,)
X (o a )yegoraw)-1 (St(p', '), = (b = 1) /2, =0) X Tiemp
— St(p,ar)| - [P x St(p, a)| - [TV < T(St(p, az), —(bs — 3)/2, —6,) X
jeial T (St(p, a5), —(by — 1) /2, =0,) x J(St(p, a1), = (b1 — 3)/2, —dy,)
X (ot pyedord(w) -1 (SE(P', @), = (b — 1) /2, =0y ) X Tiemp

et de proche en proche on montre l'existence d’une représentation o et d’une
inclusion
T = XjepSt(p, a;)| - |T® Y2 x 0.

On va vérifier que
X et St(py az)| - |72 = xpeep] - |7,

Ceci utilise la propriété de 1'ordre mis sur Z; d’abord on simplifie I’écriture. Soit
pour i € [1,v] un ensemble de segments décroissants [d;, f;] rangé tels que pour
i <i', d; >dy. On note £ 'ensemble avec multiplicité des réels |J,{z € [d;, fi|}
rangé dans 'ordre décroissant et on veut montrer que

Xz‘e[1,v}<di,fi>p — XIL‘ESP‘ . ’x

Disons que I'on fait une récurrence sur ) (d; — f;). Si ce nombre est nul chaque
segment est réduit a un terme et 'assertion est conséquence du fait que E =
Uie[l,v] d; dans cet ordre. Soit 7y le plus petit indice tel que d;, > f;, et notons %,
le plus grand indice tel que d;, = d;,. On pose d = d;, a:

Xie[i0,¢1]<di, fi>p — Xie[io,i1[<da fi)p X /0‘ ) ’d X <d -1, fi1>p

= p| ' |d XiG[imil[ <da fz)p X <d - 17fi1>/)
et de proche en proche, on montre
|d

Xie[io,i1]<di7fi>p —p|-|"x - xpl|- |d Xi€lio,i1] (d— 17fz'>p7
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ottil y a 4, —ig + 1 facteurs p| - |¢. On obtient: Xieltw){dis fi)p —

d;

Xie[l,io[p‘ % X pl - ’d X oo X pl - ‘d Xi€lio,i1] (d—1, fi>p Xisiy (di, fi>p'

Il suffit d’appliquer la récurrence a Xejio.i1(d — 1, fi), Xisi, (ds, fi), pour obtenir
le résultat annoncé. On a donc montré qu’il existe une représentation o et une
inclusion

’x

T — Xgeep| | X 0.

Par réciprocité de Frobenius le module de Jacquet de 7 contient un quotient de
la forme ®geep| - |* @ o et cela force la non nullité de Jac,cem comme annoncé.

Remarque. Le lemme précédent est une propriété extrémement particuliere car
les éléments de € sont rangés dans l’ordre décroissant.

2. Premiere définition des paquets d’Arthur et comparaison de
certaines orbites unipotentes

2.1. Définition des paquets a la Arthur. Ici on rappelle comment Arthur
a défini ses paquets. On considere un morphisme ¢ comme précédemment et
on a donc déja défini le morphisme de Langlands ¢, que 'on voit comme une
représentation semi-simple de Wr x SL(2,C) de dimension m,. Ce morphisme
de Langlands définit une représentation irréductible de GL(mf, F') via la corre-
spondance de Langlands ([11], [12]); on la note 7% (1)). Elle est tres facile a décrire
explicitement: pour (p,a,b) € Jord(v), on note Speh(St(p,a),b) la représentation
notée J(St(p,a),(b—1)/2,—(b—1)/2) en 1.3.

Pour les groupes G que l'on considere ici, sauf les groupes orthgonaux
pairs et leurs variantes, Arthur a remarqué qu’un tel groupe se réalise comme le
groupe endoscopique principal pour le produit semi-direct de GL(mg) x {1,0}
(ot @ est un automorphisme extérieur); pour les groupes unitaires, 1’écriture est
un peu différente, il s’agit alors de la situation du changement de base. Dans
le cas des groupes orthogonaux pairs, deux difficultés apparaissent, la non con-
nexité, prise en compte par Arthur en controlant ’action de ’automorphisme
extérieur et le fait que ce ne soit plus qu'un groupe endoscopique elliptique ce
qui introduit des facteurs de transfert (compris explicitement). Dans tous les
cas, Arthur annonce/démontre 'existence d’un ensemble fini de représentations
II(¢) irréductibles (Arthur l'exprime en demandant qu’une telle représentation
soit de longueur finie, mais c’est équivalent en décomposant) tel que la trace tor-
due de 7%%(¢)) soit un transfert d'une combinaison linéaire convenable des traces
des éléments de II(), cette combinaison linéaire étant stable; ce résultat est
conséquence de toute la stabilisation des formules des traces pour le groupe GL
tordu et tous ces groupes endoscopiques elliptiques réalisée par Arthur. Ainsi cette
formulation d’Arthur donne le calcul de la trace de cette combinaison linéaire et
détermine uniquement les éléments de I1(¢)); ici on n’a pas besoin de connaitre les
coefficients.

On a montré en [15] et [17] qu’en fait, pour déterminer I1(¢)) il suffit d’avoir
le résultat d’Arthur pour les représentations tempérées c’est-a-dire pour les v
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triviaux sur la deuxieme copie de SL(2,C). On revient sur ces constructions dans

3.

2.2. Un lemme sur les modules de Jacquet. On fixe ¢ d’ou 7%(¢)). On
fixe aussi un ensemble de demi-entiers £ ordonnés par l'ordre décroissant. Soit

mell(y).

Lemme.  On suppose que Jacyeem # 0 alors Jach omwt (1) # 0.

On ne démontre pas ce lemme ici car pour ’avoir en toute généralité, il faut
quand méme avoir quelques renseignements sur les éléments de I1(¢)). Toutefois, il
y a un cas ou le lemme résulte immédiatement des résultats d’Arthur sans passer
par une description plus précise. En effet, on sait que le transfert commute a la
restriction y compris a la restriction partielle telle que définie ici; cela est vérifié en
[22] 4.2. Si on sait que I'hypotheése du lemme entraine que Jac,ee de la distribution
stable associée & ¢ et G est non nul, on aura bien que Jac 7w (¢y) # 0. Or
un cas évident entraine cela, c’est le cas ou il ne peut pas y avoir de simplification
c’est a dire le cas est ou tous les coefficients de la combinaison linéaire stable se
transférant en la trace tordue de 7¢F(y)) ont méme signe. Arthur a démontré
que ceci se produit si pour tout (p,a,b) € Jord(v)), b est impair. On ne détaille
pas puisque l'on fera une démonstration plus générale plus loin. Mais j’espere
que cela montre que le lemme n’est pas tres profond et c’est ce lemme qui va
donner le résultat cherché. Dans cette démonstration (qui n’est que partielle), on
n’a pas utilisé le fait que les éléments de £ sont ordonnés par ordre décroissant;
la démonstration générale utilise I’hypothese mais je ne suis pas stre qu’elle soit
indispensable. Mais elle est indispensable pour le corollaire ci-dessous qui est ce
que nous utiliserons.

Corollaire.  On suppose que Jacyeem # 0, alors dans le groupe linéaire con-
venable

Jach e X (papyecioraw) St(p,a)| - |72 £ 0;

ici on considere bien toute linduite qui n’est pas irréductible en général.

En effet, on rappelle la forme particulierement simple des représentations
79 (1)) ; pour cela on utilise la notation matricielle pour des multisegments:

Speh(St(p,a),b) =

(@—0)/2 (a—b)/2—1 - —(a+b)/2+2 —(a+b)/2+]1

@40)/2—1 (@4B)/2—2 - —(a—b)j2+1 —(a—b)2

p

Ce qui est important est que les lignes sont des segments décroissants et les
colonnes des segments croissants. Et 7¢L(y) est l'induite irréductible de ces
représentations quand (p,a,b) parcourt Jord(y)). Soit ) un ensemble de demi-
entiers ordonnés de facon décroissante et supposons que J aczeyS peh(St(p,a),b) #
0; alors nécessairement ) est un sous-segment de [(a—b)/2, —(a+b)/2+1]: en effet
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écrivons Y = Uje[l,é} y; avec yy < y; si ' < j. Alors Jacj Speh(St(p,a),b) # 0
entraine que y; = (a — b)/2; ensuite Jacd, Jacj Speh(St(p,a),b) # 0 entraine que
yo = (a—0b)/2 —1 ou (a —b)/2 + 1 mais la propriété d’ordre assure que seule la
premiere propriété est vraie et on obtient le résultat annoncé de proche en proche.
Soit £ comme dans 1’énoncé. Comme Jac?_ 7% (1)) # 0, il existe un découpage
de & = UE, . en sous-ensembles ordonnés par l'ordre induit et indexés par les
éléments de Jord(v) tel que pour tout (p,a,b) € Jord(y), on ait
Jaczee, . Speh(St(p,a),b) # 0.

D’apres la remarque précédente cela veut dire que &,,, est un sous-segment de
[(a—1b)/2,—(a+0b)/2+ 1] de méme début. Une autre fagon de dire les choses est
de dire que

Jacs e X (pap)esoraw) St(p,a)| - |~CV2 £ 0.
D’ou le corollaire.

2.3. Comparaison des orbites unipotentes. On fixe ¢ et 1’ des morphismes
comme précédemment; on fixe aussi une représentation irréductible p de Wr. On
note Oy"" l'orbite unipotente du groupe linéaire G'L(3_, () @b, C) dont

) p,a,b)eJord
les blocs de Jordan sont exactement U, , ycoraq) (0 ). On définit de méme
" \ /

unip
Owﬁp )

Remarque.  On suppose que TI(1p) NTI(Y') # O; on démontrera en 4 que les
restrictions de 1 et de ' a Wy fois la diagonale de SL(2,C) x SL(2,C) sont

conjugués. Donc sous cette hypothése, pour tout p comme ci-dessus, O,"F et

unzp . A R
Oy, sont relatives au méme groupe linéaire.

Théoréme.  On suppose que TI(y) NTI(¢}) # 0. Alors, pour toute représenta-
tion p irréductible de Wg, l'orbite OZT‘;p contient dans sa fermeture l’orbite Ozﬁlfpp .

On considere Jord(y') et on ordonne les (p,d’,b') € Jord(y') tel que
b’ > 1 par lordre décroissant sur '; c’est a dire que 1'on pose t := [{(p,d’, V) €
Jord(Y');b' > 1}| et que 'on écrit les éléments de Jord(1)') contenant p, sous la
forme (p,a},b;) pour j € [1,¢] de sorte que pour j < j', b; > by. Pour tout
J € [1,t], on pose E<;, 'ensemble des éléments inclus dans I'union de segments
Ui<;l(a; = 0;)/2, —(a;, b;) /24 1], ensemble considéré avec multiplicité et réordonné
pour que les éléments apparaissent par ordre décroissant. On a vérifié en 1.3 que
I'hypothese de 2.2 est vérifié pour £ = E<; pour tout j € [1,¢]. On fixe j et on

applique le corollaire de 2.2. On sait que

Jac:reé’gj X (p,a,b)eJord(1) St(ﬁa Cl)’ ’ ‘7(b71)/2 7& Oa

dans le groupe linéaire convenable (celui de rang (d,(3_, . peora) @b)). Cela
force I'existence d’'un découpage de chaque segment [(a —b)/2, —(a +b)/2+ 1] en
deux sous-segments, D;m,b U Dg,a,b dont 1'un peut étre vide et dont le premier, s’il
est non vide, débute par (a — b)/2 et tels que l'on ait 1’égalité d’ensembles avec
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multiplicité mais non ordonnés

€<= Dy (1)

pyab

On fixe un tel découpage. On calcule 2} ce.. @ de deux fagons en utilisant
I’égalité ci-dessus. D’abord on utilise le fait €<J est 'union des segments
[(ai — b))/2,—(a; + b;)/2 + 1] pour i < j, chacun de ces segments est de milieu

— (b —1)/2, d'ot
2 w=> —(bt)—1a (2)

€€ 1<j

On utilise maintenant le membre de droite de (1); fixons (p,a,b) tel que D/, ,, # 0
et notons m(p,a,b, < j) le nombre d’éléments de cet intervalle. Ce nombre est
sirement inférieur ou égal a a. Comme D;ab est un sous-segment du segment
décroissant [(a — b)/2,—(a + b)/2 + 1] commencant par (a — b)/2, on a encore
que deux fois la somme des éléments de ce sous-segment est supérieur ou égal au
nombre d’éléments du sous-segment multiplié par deux fois la valeur du milieu du
segment c’est-a-dire:

2 Y x>-mlp,a,b<j)b-1). (3)

/
a:GDp ab

D’ou 'inégalité:

—Za (b; — 1) Zmp,ab<j)(b—1)

1<j p,a,b

Comme nécessairement

S =Y mlp,ab.<j) (+),

1<J p,ab

ce qui est une propriété non évidente a priori et qui résulte de (1), on obtient

S mip,a b <ib =D a]

p,a,b 1<j

unip |
] Yhp
a gauche on a la somme de »_,_; a} blocs de Jordan de l'orbite O,". On ordonne
les blocs de Jordan de l'orbite O“”p’p sous la forme b > --- > by > 0, chacun
intervenant avec sa multiplicité et on ajoute autant de 0 qu’il faudra (C1 dessous
on aura besoin de ce que T'> T" ou T" est défini apres (4)); on a donc, a fortiori,

pour tout j € [1,1]
=D dib (4)

K<Yig 0 S

A droite on a la somme des ; @; plus grands blocs de Jordan de I'orbite O

Ces inégalités suffisent pour prouver le théoreme. En effet, on pose T' :=
> ien @+ {(p,a' V) € Jord(y'); b = 1}[; c’est le nombre de blocs de Jordan de
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OZZf”p On doit d’abord montrer que pour tout ¢ < T, la somme, notée S, des ¢

plus grands blocs de Jordan de O“mp est inférieure ou égale a ), _, by On fixe j
tel que £ €], . ai, >, a;] ot j —t+1si/lé€] Yt T Si k=3, a;, on
connait le résultat; on connait aussi le résultat si £ =T"; dans ce cas il y a égalité
puisque O,/ mp et O“mp sont relatives au méme groupe. Pour ¢ général et j < ¢,

on a
:(Za;bg) a — )b Za b.) —rb'

i<j 1<j

Do, 5~ Tyt = ((Sicy ) - (Tucy, m)) st~ ). Si
b;- < by, a fortiori, on a b;- < b pour tout k < £ et le terme de droite est négatif
ou nul d’apres (4) appliqué & 7 — 1 et non j. Mais on a aussi, si j <t

_ Zbk = <(Z agb;) —( Z bk)) — Z (b; — bi);

]{?Sf ZS] kSZzgy a’IL }Z Zz<] 2

Supposons que b; > by, a fortiori, b; > b, pour tout k& > £ et le terme de droite
est encore négatif ou nul d’apres (4) appliqué a j. Il reste le cas on j =t + 1; on
a encore deux égalités du meéme type. La premiere est

_ Zbk = ((Z ab) — ( Z bk)> + Z (b; — b)),

k<t i<t kSZigt a; k€] Zi<j al /]

qui regle le cas ou b, = 1 < by, c’est-a-dire b, > 0. Si b, = 0, on a Zkgz by =
D (par W)edordyry @Y = S) puisque 'on a vu que O,"F est une orbite du méme

groupe que O;Tipp. Cela termine la preuve.

2.4. Remarque. La démonstration de 2.3 est une conséquence immédiate du
résultat de 2.2 qui est en fait plus puissant et en particulier vrai pour toute
représentation dans II(¢). Toutefois 2.2 est technique alors que 2.3 est plus
simple a comprendre. Voila les autres corollaires que 1'on peut tirer de 2.2 pour
toute représentation 7 dans II(¢)). On fixe seulement ¢ ici et soit = € II(¢).
Soient v un entier et pour i € [1,v] des couples d’entiers, (o, 3;). On suppose
que 1 <y <--- < f,. On suppose aussi que, pour tout j € [1,v], il existe une
représentation o; convenable avec une inclusion

T Xl Stp, ai)| - | 7P x o). (1)

On remarque que les exposants —(3; — 1)/2 vont donc dans I'ordre décroissant ce
qui est la condition opposée a celle des parametres de Langlands. Toutefois, si 7
n’est pas tempérée, on peut trouver une telle donnée au moins pour v = 1. En
particulier, on appelle exposant p maximal de 7, le plus grand entier strictement
supérieur a 1 (s'il existe) tel qu’il existe v un entier et o une représentation avec
une inclusion

T St(p,a)| - |7FV2 x g,

On revient a la situation ci-dessus. On considere ’orbite unipotente dont les blocs
de Jordan sont exactement les [3; avec multiplicité «;. Alors, 7 étant dans I1(v)),
on a:
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Remarque. Lorbite unipotente définie ci-dessus est une orbite d’un groupe
GL(m',C) avec m' < 37, . pyesoraw)- On la considére par inclusion comme une
orbite du groupe GL(3_, . pesoraw) ab) €t elle est dans la fermeture de lorbite

unipotente Ozznffp. En particulier, si m n’est pas tempérée, l’exposant p mazimal
de 7, 3 vérifie 3 < Sup(p,a,b)eJord(¢)b-

C’est exactement la démonstration qui a été faite, en particulier la premiere
assertion résulte de (*) ci-dessus. On remarque d’ailleurs que la condition forte que
(1) doit étre vrai pour tout j € [1,v] est indispensable: supposons par exemple
que (p,a,b) € Jord(y) avec b maximum pour cette propriété. On suppose que
pour ce choix a < b et soit # € II(¢y). Il existe alors o et une inclusion
T St(p,a)| - |®~V/2 x o. Cette inclusion donne a fortiori

T Xace[(b—a)/z,(a+b)/2_1}/)\ : |7w X 0,

mais 'orbite de blocs de Jordan b—a+1,---,a+b—1 et autant de 1 que nécessaire
n'est pas dans la fermeture de I'orbite O, dont le plus grand bloc de Jordan est

b.

3. Rappel de la construction des représentations dans un paquet
d’Arthur

La construction des représentations dans les paquets d’Arthur se fait par récurren-
ce; on en rappelle ici les grandes lignes pour rendre 'article indépendant d’autres
références mais les références pour les preuves sont [14], [15], [18]. On se ramene
d’abord au cas ou pour tout (p,a,b) € Jord(y) la représentation p ® rep, ® repy
est a valeurs dans un groupe de méme type que G*; exactement on note v, la
somme des représentations incluses dans v et ayant cette propriété et on note 1,
la somme des autres; on vérifie que v, s’écrit sous la forme 1 /2 pp ® 6% (11 /2,mp)
pour un choix non unique d’'une sous-représentation, 1 /2 m, dans ¥,,,. On admet
savoir construire II(¢,) et on a montré en [16] repris en [17] 3.2, que pour tout
Tpb € (thyp), Vinduite 7 (11 /2,mp) X T est irréductible et que I1(¢)) est constitué
exactement de ces induites. En prouvant cette irréductibilité on donne aussi les
parametres de Langlands de 7 en fonction de ceux de m,; précisément, on montre
que m —

X (p,a,b)ET0rd(t) /2,mp)b>1 <J(5t(p, a),—(b—1)/2,—6,) x J(St(p,a), —(b—1)/2, —5b)>

X(P,ayb)EJOTd(%/z,mp);IEl[Q]St(p7 CL) X Thp, (1)
ou la recette pour obtenir p en fonction de p dépend de G (pour les groupes
classiques standard p est la contragrédiente de p). On montre en plus que l'induite
X (p.a,b)€ Jord(s 5. mp)b=1[2] St(p,a) x my, est irréductible elle aussi et que les facteurs
St(p,a) qui y interviennent commutent avec les St(p;, ;)| - | qui interviennent
comme parametres de Langlands de my,.

Ensuite on construit II(¢)) quand ¢ = t,. On fait cette construction
en deux étapes. D’abord on considere le cas ou pour tout (p,a,b),(p,da’, V) €



MEGLIN 811

Jord(v), (le méme p), [[(a—b)|+1,a+b—1]N[|(¢’ =V)|+1,d +b —1] = 0. On
dit que 1 est de restriction discrete a la diagonale car c’est le cas o la restriction
de ¢ a Wpg fois la diagonale de SL(2,C) x SL(2,C) est sans multiplicité. La
construction est faite dans [15]; on rappelle qu’elle se fait par récurrence sur
W) =32 amesordw)inf(a, b)—1). Quand £(¢)) = 0 la construction a été faite en
[14] en se ramenant via une généralisation de I'involution d’'Iwahori-Matsumoto au
cas des séries discretes; le cas des séries discretes est du a Arthur et complété pour
les propriétés dont nous avons besoin comme expliqué dans [17]. Le cas général est
fait en [15]. Les éléments de II(z)) sont en bijection avec les couples d’applications
t,n de Jord(z) a valeurs dans N x {£1} soumises aux conditions suivantes:

t(p,a,b) € [0, [inf(a, b) /2]
et n(p,a,b) = + si t(p,a,b) = [inf(a,b)/2] et le signe

« (p,a,b)EJord(d))(ﬂ(Pa a, b)z’nf(a,b)(_1)[inf(a,b)/Z]th(P,a,b))

est déterminé par la forme de GG. On rappelle ici un cas simple, le seul ou on
connait vraiment les parametres de Langlands, ou ¢ en plus d’étre de restriction
discrete a la diagonale, vérifie que pour tout (p, a,b) € Jord(y), a > b. On a donc
les parametres t,7; on construit d’abord un morphisme, e, de Wg x SL(2,C)
dont la décomposition en représentations irréductibles est

@ ®c€[a—b+1+2t7a+b—1—2t];(—1)C:(—1)“+b—1 p B repe.
(p,a,b)eJord(y)

A l'aide de 7, on décrit un caractere 7, du centralisateur de e, (on ne le
fait pas ici, car on n’en aura pas besoin); on note 7y, la représentation tempérée
(ici une série discrete) associée a ces données. Alors la représentation de TI(v))
associée a t et 1 est I'unique sous-module irréductible de I'induite

|-|[~CD2% .. x St(p, a)|-| TV ZHEPab)

T = X (pap)eord)t(pab)>09t(P; @) X Ttemp-

Il n’est pas utile de mettre d’ordre sur Jord(y) pour construire l'induite, c’est la
condition de restriction discrete a la diagonale qui assure que ’on peut prendre
n’importe quel ordre sans changer le résultat; c’est d’ailleurs aussi cette condition
qui assure que l'induite a un unique sous-module irréductible.

Dans le cas ou 9 est de restriction discrete a la diagonale, on a donc une tres
bonne paramétrisation des éléments de II(1)) méme si en général, on ne connait
pas leur parametre de Langlands. La construction est symétrique entre les deux
copies de SL(2,C) alors que la paramétrisation de Langlands ne I'est évidemment
pas.

Pour passer au cas général, il faut fixer un ordre total, >, sur Jord(y)) qui
doit satisfaire a la condition:

pour tout (p, a,b), (p,a’, V') € Jord(y) (méme p) tels que (a—b)(a'—b') > 0,
si|(a=0)|/2>|(d =V)|/2 etsi (a+b)/2—1> (" +V)/2—1 alors (p,a,b) >
(p,a’, ).
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Un ordre qui vérifie cette condition sera dit un bon ordre; on fait en
plus un choix de signe (,.; tel que (,q5(a —b) > 0; le choix n’est donc que
pour les (p,a,b) tel que a —b = 0. On accepte le fait que Jord(y) ait de
la multiplicité et 1'ordre distingue donc entre des éléments de Jord(y) qui sont
égaux. La paramétrisation de Jord(v¢)) dépend de I'ordre fixé mais évidemment pas
I'ensemble T1(¢)) lui-méme (cf. [18] 2.8). Fixons donc un bon ordre sur Jord(v)); on
dit qu'un morphisme 15 domine Jord(vy) si Jord(ys) est lui aussi muni d’un bon
ordre et qu'il existe une bijection de Jord(ys) sur Jord(y) respectant 'ordre (une
telle bijection est uniquement déterminé) et telle que pour tout (p, a,b) € Jord(vy),
il existe T}, € N>o tel que I'image réciproque de (p,a,b) dans Jord(iys) soit
(p,a+2T,44,0) si Cpap =+ €t (p,a,b+2T,,4) si (pap = —. On ne considere que le
cas ol il existe (p,a,b) € Jord(¢y) tel que T), .y = 0 pour tout (p,a’,b") < (p,a,b)
et T,op > T,qp pour tout (p,a’,t') > (p,a”,b") > (p,a,b). En particulier si
(p,a,b) est 1’élément minimal de Jord(y) un tel morphisme sera dit trés dominant
et en particulier, il est nécessairement de restriction discrete a la diagonale.

Fixons un tel morphisme tres dominant, noté v¢s.. On sait donc définir
II(1)s) et on a montré d’abord en [15] (avec un choix d’ordre particulier) et pour
tous les bons ordres en [18] que pour tout 7. € II(1)s.), la représentation

O(p,a,b)EJOTd(”LZJ) Oze[lqu,a,b] Ja/c(a_b)/2+ev 7Cp,a,b,>>((a‘+b)/2_1+z) 7T>>7

ou l'on prend les éléments de Jord() dans l’ordre croissant (c’est-a-dire que le plus
petit est le plus & gauche), est irréductible ou nulle. Et on a montré que ’ensemble
de ces représentations (quand on a enlevé celles qui donnent 0) définit I1(¢)). Pour
résumer, on choisit 'ordre et les signes (,,; quand c’est nécesaire. Et alors pour
tout m € II(v), il existe des fonctions t(p, a,b) et n(p, a,b) qui vérifient exactement
les propriétés ci-dessus mais qui a priori sont définies sur ensemble .J ord(y) vu
avec multiplicité pour obtenir toutes les fonctions possibles sur Jord(iys.) (on a
montré en [16] que 'on peut se limiter aux fonctions sur Jord(t))); on les remonte
en des fonctions sur Jord(ys) via la bijection de Jord(is) sur Jord(y), on
construit 7, avec ces fonctions et on retrouve 7 par module de Jacquet, a partir
de ms.; ce qui est important est que ¢ et n ne dépendent que de l'ordre et des
signes choisis et non de 1s dominant ¢ pour cet ordre.

Le point important dans cette construction est sa transitivité: soit ¥, v,
s des morphismes tels que Jord(i)) soit muni d’un bon ordre et que ¢~ domine
Y (d’ou Jord(is) est muni d’un bon ordre compatible) et tel que ms. domine
1~ ; ainsi s domine 1 et en suivant les définitions on vérifie que le composé
de lapplication de II(¢)s.) sur II(¢s) avec I'application de TI(1)s) sur II(1)) est
I'application de II(¢s) sur II(¢)); le seul point qui sert est que JacyJac, =
JacyJac, si |r —y| > 1. En particulier on obtient la remarque suivante:

Remarque.  On fize ¢ d’ou Jord(y) et (p,a,b) € Jord(v) et C,p = £1 tel que
Cap(a—Db) > 0. On suppose que pour tout (p,a’,t’) € Jord(y) avec (4p(a’—b") >0,
|(a" = V)/2] > |(a —b)/2| et (' +V)/2—-1 > (a+Db)/2 -1, on a en plus
(" =V)/2> (a+b)/2+ 1 alors on note 1 le morphisme qui se déduit de ¢ en
remplagant (p,a,b) par (p,a+2,b) si Cup =+ et (p,a,b+2) si (up = —. Pour
tout my € I(Yy), Jacu-p)ja41,- coplat)2Ts est s0it 0 soit un élément irréductible
de TI(v)) et tout élément de T1(v)) est obtenu ainsi pour un unique choix de 7, .
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On note (p, a4, by ) Uélément de Jord(yy) qui vaut (p,a+2,b) si (up = +
et (p,a,b+ 2) sinon. On fixe un bon ordre sur Jord(y,) tel que les éléments
de Jord(iy) strictement plus grands que (p,ay,by) sont exactement les éléments
de la forme (p,a’,b') avec (a' —¥V')/2 > (a + b)/2 + 1; ceci est possible étant
donné les hypotheses. Cet ordre induit un bon ordre sur Jord(y) — {(p,a,b)}
qui devient un bon ordre sur Jord(y) en disant que (p,a,b) < (p,a’,V’) si et
seulement si (@' —b')/2 > (a +b)/2 + 1. On fixe alors ¢ dominant ¥, pour
I'ordre fixé et on remarque que s domine alors aussi ¢ pour l'ordre fixé. Soit
s € Il(1)s); grace a cet élément on construit un élément de II(¢)) (ou 0) et
un élément de II(¢p4) (ou 0) en prenant des modules de Jacquet convenable.
On commence par faire redescendre les éléments de Jord(is.) qui dominent les
éléments de Jord(v) strictement inférieurs a (p, a, b); ce sont aussi ceux qui domi-
nent les éléments de Jord(yy) strictement inférieurs a (p,ay,by); 'opération
est la méme pour ¢ et ¢, ; puis on fait redescendre 1’élément dominant (p,a,b)
et (p,as,by); ici il y a une différence car on est arrivé a (p,ay,by) il faut en-
core prendre Jac(q—p)/2+1,- ¢, 4(atb)/2 du résultat, que l'on vient d’obtenir, pour
arriver a (p,a,b). Puis on fait redescendre les éléments de Jord(is.) strictement
supérieurs a (p,a,b) et (p,ay,by) ce qui se fait via un module de Jacquet de
la forme Jac,ce pour un ensemble £ totalement ordonné. Mais d’apres les hy-
potheses pour tout z € £ on a surement |z| > (a + b)/2 + 1; d’ou pour tout

g€ [(a—b)/2+1,Cul(a+b)/2)],
ona |z —y|>1. Ainsi
JACye((a—b)/2+1Gap((a+0)/2)] © JACoce = JaCace © JACye((a—b)/2+1 G0 s ((a+0)/2)]
Ainsi 1'élément de II(y)) obtenu grace a ms s’il est non nul est exactement
JacCye((a—b)/241,¢0((a+b)/2)) T+ OU T4 € TI(2hy) est obtenu grace a 7, ; et cet élément
est nul exactement si soit 75, donne déja 0 dans T1(¢)4 ) s0it Jacye(a—b)/2+1,¢0s((atb)/2)] T+ =
0. Cela termine la preuve de la remarque.

4. Support cuspidal étendu

4.1. Définition et calcul. On a déja utilisé cette définition de support cuspidal
étendu dans plusieurs articles et on la rappelle ici. Soit 7.,s, une représentation
cuspidale d'un groupe de méme type que G éventuellement de rang plus petit.
A cette représentation on associe un morphisme, ¢eusp, de Wrp x SL(2,C) dans
un groupe GL(m},,,, C) pour mj,  un entier convenable. On décompose cette
représentation en sous-représentations irréductibles @( pa)EJord(mensy)) P & T€Pa s ou
p parcourt un ensemble (avec multiplicité) de représentations irréductibles de W
et a parcourt un sous-ensemble (avec multiplicité) de N. Ceci définit Jord(m). On
appelle support cuspidal étendu de 7,5, I’ensemble des représentations cuspidales
Utp.aresordim)y Usel—(a1)/2.(a—1)/2 P| - [*- Soit 7 une représentation irréductible de
G'; on écrit m comme sous-quotient irréductible d’une induite de la forme

X (2P| [P X Teusp, O Teusp st une représentation cuspidale convenable et ou
(¢, 2) parcourt un ensemble de couples formés d’une représentation cuspidale uni-
taire irréductible, p’, d'un groupe linéaire convenable et 2’ est un réel. On appelle
alors support cuspidal étendu de 7 I’ensemble union du support cuspidal étendu
de T et de Pensemble des représentations p| - |*',p*| - |7 qui interviennent

Z/
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ci-dessus; le sens de p* dépend du groupe, c’est essentiellement la représentation
contragrédiente. Le support cuspidal étendu de 7 est donc bien défini comme
ensemble non ordonné (et avec multiplicité).

Soit maintenant un morphisme semi-simple, 1| de Wy x SL(2,C) dans
GL(m§,C) continu et unitaire sur Wr et algébrique sur SL(2,C); comme ci-
dessus on le décompose en représentations irréductibles EB( p)eTord(y) P ® repe,

ce qui définit Jord(z)) comme ensemble avec multiplicité. On appelle support
cuspidal de ¢ I'ensemble U(p,c)Jord(¢|) Usel-(e-1)/2,c—1)/2 |- |7+ 1 est extrémement
facile de retrouver 1| a conjugaison pres (évidemment) quand on connait son
support cuspidal. On fait remarquer au lecteur qu’un tel support cuspidal a une
propriété de symétrie forte puisque dans I'union on considere des segments centrés
en 0.

Soit 1 ici un morphisme de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) dans GL(m},,C).
On appelle support cuspidal de v le support cuspidal de la restriction de 1 a Wg
fois la diagonale de SL(2,C).

Proposition.  Soit ¢ un morphisme de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) a valeurs
dans GL(m,,C) se factorisant par G*. Soit w € I1(y)) alors le support cuspidal
étendu de m est le support cuspidal de ).

On suit les définitions. Considérons d’abord le cas de restrictrion discrete a
la diagonale; on traite d’abord le cas des paquets de représentations tempérées qui
ici sont nécessairement des paquets de séries discretes. Donc par hypothese pour
tout (p,a,b) € Jord(v), inf(a,b) = b= 1. On a montré en [13] que si 7 € II(¢),
trois cas sont possibles:

soit il existe (p,a,b) avec a > 2 avec (p,a — 2,b) ¢ Jord(¢y) et alors en
notant ¢’ le morphisme qui se déduit de ¥ en remplacant (p,a,b) par (p,a—2,b),
il existe ' € I1(¢') avec 7 < p| - [(@=1/2 x 7/;

soit le cas précédent n’est pas vérifié mais il existe (p,a,1) € Jord(y)
avec a > 2 tel qu’en notant 1’ le morphisme tel que Jord(y') se déduit de
Jord(y) en enlevant (p,a, 1) et, si a > 2, (p,a—2,1), il existe 7’ € I1(¢)') tel que
mes ((@—1)/20 - —(a = 1)/2), x 7

soit m est cuspidale.

On démontre donc la proposition dans le cas des morphismes tempérés de
restriction discrete a la diagonale par récurrence sur le rang du groupe.

On passe du cas précédent au cas des morphismes élémentaires en utilisant
les définitions explicites de [14], on y avait obtenu les représentations cherchées en
appliquant une généralisation de I'involution d’Iwahori Matsumoto qui ne change
ni le support cuspidal des représentations (donc pas non plus le support cusp-
idal étendu) ni le support cuspidal des morphismes car on garde constant leur
restriction a Wy fois la diagonale de SL(2,C).

On passe au cas d'un morphisme de restriction discrete a la diagonale; ce que
I’on a rappelé en 3 n’est pas tout a fait suffisant pour cela, il faut expliquer un peu
plus. On fixe donc 7 € I1(¢)) d’ou ses parametres ¢ et 7. On montre la proposition
par récurrence sur £(¢) =37 e oq (inf(a, b) — 1). Si £(¥)) =0, on est dans
le cas élémentaire qui vient d’étre vu. Sinon, on prend (p,a,b) € Jord(y) tel que
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inf(a,b) > 1; on a alors 2 possibilités,
soit m € II(¢') ou ¢ se déduit de ¢ en remplagant (p,a,b) par

U {(p,c,l) sia>b,
c€lla—b|+1,a+b—1];(—1)c=(—1)a+b-1 <p’ 1, C> sia <b

soit, on note " le morphisme tel que Jord(y') se déduit de Jord(v)) en remplagant
(p,a,b) par (p,a,b—2) si a > b et par (p,a—2,b) si a <b et il existe ©’ € I1(¢)')
avec une inclusion 7 — ((a —0)/2,--- ,—C(a+b)/24+ 1), x 7", ou ( =+ sia>b
et — sinon.

Le premier cas est particulierement facile car on a remplacé la représentation
associée a (p,a,b) par essentiellement sa restriction a Wy fois la diagonale de
SL(2,C) x SL(2,C) sans changer (évidemment) le support cuspidal de 7; dans le
deuxieme cas

_ /
w‘WFXASL(Z,(C)XSL(Q,(C) = ¢|WFXASL(2,C)XSL(2,C) D prepa—p+1 D p D repeys—1 et

{Fz;z € [(a =0)/2,=C((a +0)/2 = 1]}
=[(a—b)/2,—(a—b)/2]U[(a+b)/2—1,—(a+Db)/2+1];

lassertion pour 7’ et v’ I'entraine donc pour 7 et .

On traite maintenant le cas général. On écrit la décomposition en représen-
tations irréductibles de 1 = @ (pasb)eJord(p) P & T€Pa @ TEPY . On suppose d’abord
qu’il existe (p,a,b) € Jord(y) avec soit p % p*x ou (p,a,b) de mauvaise parité
et on fixe un tel triplet. On note ' le morphisme qui se déduit de v en
enlevant p ® rep, ® rep, ® p* ® rep, ® rep,. On sait que tout élément de
I1(¢)) est sous-quotient d’une induite de la forme Speh(St(p,a),b) x " ou 7’ €
II(¢)"). Ainsi le support cuspidal étendu de 7 s’obtient en ajoutant a celui de

7T/ l’ensemble Ude —(b—l)/2,(b—1)/2,c€[—(a—l)/2,(a—1)/2(pl * |d+C7 p*| * |d+C) . Clalrement

Ude (b—-1)/2,(b—1)/2),c€[—(a—1)/2,(a—1)/2) d+c= Uee[\a—b\-l-l,a—i-b—l]g U:L‘E[—(e—l)/Q,(e—l)/Q z
1’1nd1ce 2 signifie que 'on ne prend que les entiers dans l'intervalle ayant méme
parité que les bornes . Ainsi si I'on sait que le support cuspidal étendu de =7’
coincide avec le support cuspidal de ¢’, on obtient le méme résultat pour 7 et ¥
puisque la restriction de la représentation rep, ® rep, de SL(2,C) x SL(2,C) a sa
diagonale est €D, c(4_p+1,atb-1],1€]. On est donc ramené au cas ou le morphisme
1 est de bonne parité. On fixe 1), dominant v, de restriction discrete a la di-
agonale. On a fixé m € I1()); on sait qu’il existe ms € II(¢)s.) et une inclusion
Ts < X(paneef| - |¥ % m, ot lensemble € est de la forme

, L
U Ufe[l Toa,b UIE[(a—b)/2+Cp,a,bf,Cp,a,b((a+b)/2—1+f)] (p:x)

(p,a,b)eJord(y

ou (,qp est un signe, essentiellement celui de a — b, et ou T,,; est 'entier fixé
pour chaque (p,a,b) tel que Jord(¥s) = U, s ectordw) (P @+ (14 Cap)Tpap, b+
(1 =Cpab)Tpap). Le support cuspidal étendu de 7 s’obtient donc en enlevant au
support cuspidal étendu de s, Pensemble (J, . ee (0] - 1* 0| - 7). Bt d’aprés
la description des T,,; c’est exactement la méme opération qui fait passer du
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support cuspidal de s, au support cuspidal de v: pour s’en convaincre, on
regarde le cas d’une représentation p ® rep, ® rep, apparaissant dans ¢ et de
p@a+(1+Cpap)Tpap) @[04+ (1—=Cpap)Tpap apparaissant dans ¢, . En restriction
a la diagonale de SL(2,C) x SL(2,C), la premiere représentation se décompose en
®c€[|a—b|+1,a+b—1]z pRrep. et la deuxieme en ®c'e[\a—b\+1+Tp7a,b,a+b—1+Tp,a,b]2 p®|[c].
Ainsi le support cuspidal de la premiere représentation s’obtient a partir de celui
de la deuxieme représentation en enlevant

Urcnr, .., Ysella=bl/2+e,atb) /21400 - [ 0] - |
pour obtenir 'assertion annoncée on utilise le fait que (,,; est le signe de a — b
si a—0b# 0 et on a donc pour tout ¢ comme ci-dessus:

la—=0b]/2+ ¢, (a+0)/2—-1+U—][la—=b|]/2+{,(a+b)/2—1+{] =

[(a=0)/2+Cpapl, Cpap((atb)/2=1+0)]U—[(a=b) /24 Cpapl, Cpap((atb) [2—1+L)].
Cela termine la preuve de la proposition.

—Z.
)

4.2. Intersection de 2 paquets d’Arthur. La proposition précédente a comme
corollaire immeédiat:

Corollaire.  Soient ¥, des morphismes de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) dans
GL(m%, C) se factorisant par G*. On suppose que I1(1p) NII(Y') # O alors les
restrictions de et de ' a Wg fois la diagonale de SL(2,C) sont conjuguées.

En effet le support cuspidal étendu de 7 fixe la restriction de ¢ et de ¢’ a
W fois la diagonal de SL(2,C) x SL(2,C).

En général, il semble peu clair de trouver des conditions suffisantes pour
que () NII(y") # 0.

4.3. Exemples. Dans cette section, on donne des exemples de représentations
7w € TI(¢) telles qu’il existe un autre morphisme v’ avec 7 € II(¢)') et plus
précisément m dans le paquet de Langlands associé a 1)'. Supposons d’abord que
Y soit de restriction discrete a la diagonale et que pour tout (p,a,b) € Jord(v),
a>b. On fixe m € TI(¢)) et on note £ et 1 le parametre de 1.

Proposition.  Sous les hypothéses ci-dessus, il existe un morphisme )" tel que
m e Il(y]) si et seulement si pour tout (p,a,b) € Jord(v), t(p,a,b) € {0,[b/2]}.
De plus, si ceci est réalisé, ' se déduit de 1p en remplagant tous les (p,a,b) €

JO?“d(w) tel que Z_f(p, a, b) =0 par UCE[a7b+1,a+b71};cza+bfl[2} (p7 & 1) .

On fixe m € II(¢)) et donc ses parametres t et 1. Ceux-ci permettent de
déterminer les parametres de Langlands de m et plus précisément: 7 —

(X(p,a,b)eJord(w);t(p,a,b)>0J(St(p7 CL), _<b_ 1)/27 _(b_ 1)/2+£(p7 a, b))) X Ttemp) (1)

OU Tyemp €St une représentation tempérée (ici d’ailleurs une série discrete) dans le
paquet associ¢ au morphisme e, tel que

Jordteny) = U Uce[a—b+1+zz<p,a,b>,a+b—1—2z(p,a,b>1;(—1)6:(—1>a+bfl(p 1)

(p,a,b)eJord(y)
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Soit ¢ un morphisme et 7’ € II(¢}); on connait aussi les parametres de
Langlands de 7':

e X(p/,a’,b’)EJord(lp’);b’>1‘](St(plv CL/), _(b/ - 1)/2)’ _517/) X 7ngemp (2)

ou pour tout (p',a',b") € Jord(y') avec b’ > 1, oy = 1/2 si b est pair et 1 si ¥
est impair et ol 7, est une représentation tempérée dans le paquet associé au
morphisme ¢;,,,,, dont les blocs de Jordan sont U, v y)esoraqyp=112(p: @, 1). 11
est clair que si t(p,a,b) € {0,[b/2]} pour tout (p,a,b) € Jord(y), le morphisme
¢’ décrit dans I'énoncé est tel que (2) soit vérifié pour 7 = 7' et pour ., =
Temp- Réciproquement supposons qu'il existe ¢’ tel que 7 € II(+}); l'unicité
des parametres de Langlands assurent que pour tout (p,a,b) € Jord(y) tel que
t(p,a,b) >0,ona (b—1)/2—1t(p,a,b) =0, ce qui veut dire que t(p,a,b) = [b/2].
Et on a bien la condition de I’énoncé. Cela termine la preuve.

4.4. Unicité des représentations non ramifiées dans un paquet non ram-
ifié. Ici on suppose que 1) est trivial sur la premiere copie de SL(2,C) et que la
restriction de ¢ a Wy est non ramifiée; c’est ce que Clozel dans [10] appelle un
parametre d’Arthur non ramifié. Le résultat ci-dessous est assez ”évident”, on ne
I'inclut que par souci de complétude.

Proposition.  Dans un paquet d’Arthur associé a un parametre non ramifié, il
y a exactement une représentation non ramifice.

On fixe donc 9 non ramifié et 7 € II(x)). On suppose que 7 est non
ramifié; on connait alors le support cuspidal de 7 grace a 4.1. En particulier
avec un support cuspidal fixé, il y a au plus une représentation non ramifié
par la théorie générale. Ainsi II(y)) a au plus une représentation non ramifiée.
Réciproquement comme 1) est non ramifié, le paquet de Langlands a l'intérieur de
I1(¢)) contient exactement une représentation décrite dans 1 et cette représentation
est non ramifiée. D’ou la proposition puisque c’est le quotient de Langlands d’une
induite non ramifiée.

5. Propriétés des modules de Jacquet

5.1. Preuve de 2.2. On fixe ¢ et m € [I(¢)). On fixe aussi £ un ensemble de
demi-entiers rangés par ordre décroissant. On va montrer 2.2, c’est-a-dire que

Jacyeem # 0 = Jacl o7 (1) # 0. (1)

On montre cette propriété par récurrence d’abord sur |£| puis sur

byi= Y (inf(a,b) = 1).

(p,a,b)eJord(y)

D’abord on se ramene au cas ou Jord(1)) est sans multiplicité et de bonne
parité: en effet soit (p,a,b) € Jord(y) et supposons que cet élément soit y
apparaisse avec multiplicité soit ne soit pas de bonne parité. On note v’ le
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morphisme qui se déduit de Jord(y), en enlevant (p,a,b) et 0*(p,a,b) (6* est
le dual de I'automorphisme, 6, qui sert pour ’endoscopie tordue, en général la
contragrédiente). On sait (cf. [18] 2.6) qu’il existe 7" € I1(¢)') et une inclusion

7 < Speh(St(p,a),b) x 7. (2)

De plus 7L (1)) ~ Speh(St(p, a),b) x 0(Speh(St(p,a),b)) x 7E(¢)'). On applique
les formules standard des modules de Jacquet & (2): il existe une décomposition
de & en trois sous-ensembles (dont certains peuvent étre vides), £ = ;e 5 &
totalement ordonné par 'ordre induit tels que

Jacoee, Speh(St(p, a),b) # 0, Jaceee,0" (Speh(St(p, a), b)) # 0, Jaczee, ™ # 0, (3)

ol les deux premiers calculs de modules de Jacquet se font dans le groupe linéaire
convenable. Il y a une condition supplémentaire aux non nullité ci-dessus: si
p# 0 (p), & =0 et il n'y a rien & ajouter. Sinon, il faut aussi que & U —&; C
Urela—n) 2 (atrp)2-1lls ¢ — al. On conclut donc facilement que l'implication (1)
pour 7 résulte de son analogue avec £ remplacé par £3 pour 7' mais on va
détailler en utilisant les simplifications dues au fait que &£ est rangé par ordre
décroissant; on suppose que p ~ 0*p pour qu’il y ait quelque chose de non trivial
a montrer. La non nullité des deux premiers modules de Jacquet dans (3) assure
que &; est un sous-intervalle de [(a — b)/2, —(a + b)/2 + 1] et que & est aussi
un sous-intervalle de [(a — )/2, —(a + b)/2 + 1] et la condition supplémentaire
ne joue que si b = 1 et dit que & U =& C [(a — 1)/2,—(a — 1)/2], ou © est
Vinversion de P'ordre. On a donc Jacl . Jacl. . Speh(St(p,a),b) # 0 et de

méme Jac g, Jacl. .. Speh(St(p,a),b) # 0. D’ou certainement

ks, (Spen(St(p,0).0) x Speh(Stip.a),8)) 0

et si on sait que Jaclco 7% (¢’) # 0 on aura certainement (1). On est donc
ramené au cas ou Jord(y) est de bonne parité et n’a pas de multiplicité.

Soit zy I’élément maximal de £. On fixe un bon ordre total sur Jord(y)
tel que (p,a,b) < (p,a’,b) si (a —b)/2 < xy et (' —b')/2 > sup(—1/2,z0). On
fixe ¥~ un morphisme dominant v, tel que

(a) Jord(ys) contient tous les éléments de Jord(y) de la forme (p,a,b)
avec (a —b)/2 < xq

(b) pour tout (p,as,bs) € Jord(ys) vérifiant (as —bs)/2 > xp on a méme
> 9.

On sait qu’il existe 7~ tel que 7 s’obtient a partir de 1~ en prenant des
modules de Jacquet de la forme Jacyey; comme Jordy. vérifie (a), on sait que
les éléments de ) sont tous strictement supérieurs a xg+ 1. On a donc aussi

Jacgeem = Jacyeg Jacyeyms = Jacyey Jacycems.
En particulier si Jac,cem # 0, nécessairement Jac,cems # 0. On pose

WgL = X(p,a’,b’)EJord(¢);(a’—b’)/2§a:oSpeh(St(p7 CL), b)
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et on a 79 (y) = ¢ x 0 ol o est explicite et vérifie Jac,egro = 0 pour tout
sous-ensemble non vide & de £. De plus 7%%(¢ps) est une induite analogue
a 78t x oo, Ainsi si JadlomF(Ys) # 0, nécessairement Jacl omEE £ 0 et
Jacl ot () # 0. 1l suffit donc de montrer (1) pour m~. On suppose donc que
T = 7, Cest-a~dire que pour tout (p,a,b) € Jord(¢y) si (a —b)/2 > zg, on a
(a—0)/2> xy.

Puisqu’en particulier, Jac,,m # 0, on sait (cf. [18] 2.7), qu’il existe
(p,a,b) € Jord(y) avec xy = (a —b)/2. Si sup(a,b) > 1, on a alors certaine-
ment

Jac? Speh(St(p,a),b) # 0 et Jac®(7F)(¢) # 0.

Supposons que pour tout tel choix de (p,a,b), on a a = b = 1, d'ou
nécessairement xy = 0; on a supposé que Jord(y) n’a pas de multiplicité et on
vérifie que 'on ne peut alors avoir Jac,,m # 0; en effet, on peut considérer que
(p,1,1) est le plus petit élément de Jord(y)). Par les hypotheses, on sait que
pour tout (p,a’,b’) € Jord(y) différent de cet élément, |(a’ —¥')/2] > 1. On
obtient donc m comme module de Jacquet a partir d'une représentation 7 , en
ayant m = Jacycyms ; tous les éléments de ) sont de valeurs absolue au moins 2.
On vérifie sur la définition de w5 que Jacyms, = 0 et comme Jacy o Jacyey =
Jacyey o Jacy, on a aussi Jacom = 0. Ainsi on vient de démontrer le cas ou £ est
réduit a xg, ce qui initie la récurrence sur &.

On suppose donc que &€ n’est pas réduit a x( et on considere d’abord le cas
ol zp > 0. On va utiliser aussi la récurrence sur £(¢)) que l'on va initialiser.

Supposons pour commencer que pour tout (p,a,b) € Jord(y) si zg =
(a—0b)/2 alors inf(a,b) = 1. Cela se produit par exemple si £(1)) = 0. On a vu ci-
dessus, que nécessairement sup(a,b) > 1. Avec 'hypothese que Jord(y) n’a pas
de multiplicité, on sait donc qu’il existe un unique (p,a,b) vérifiant la propriété
zo = (a—b)/2; on rappelle qu’ici g > 0, d’ott @ > b = 1. On note ¢’ le morphisme
qui se déduit de v en remplagant (p, a,b) par (p,a—2,b) ou en enlevant (p, a,b) si
a = 2. On vérifie que Jac,,m € II(¢) et que Jac? #%L(y) = ¢; pour la premiere
assertion, on applique la définition des éléments de TI(¢)'), c’est exactement comme
cela qu’on les obtient. La deuxiéme assertion est un calcul simple (qui en fait est
utilisé dans la définition de II(¢))):

WGL(Q/}) = ><(p/7a/,b/)¢(p,a7b)Speh(St(p’, CL/), b/) X St(p, CL).

Or Jacd Speh(St(p',a'),V/) = 0 = Jact, Speh(p',a’,V') pour tout (p,a’,b) #
(pya,1) car (a' —b")/2 # xp, et Jac((’afl)/z)St(p, a) = St(p,a — 2), d’ou a fortiori

Jacf;OWGL(l/)) = X(p’,a’,b’);é(p,a,b)Speh(St(pla (l,), b/) X St(p, a — 2) = WGL<¢/)'

11 suffit maintenant d’appliquer le résultat a ¢' et € — {x¢} ce qui est loisible par
récurrence sur |E| et on obtient le résultat. D’olt en particulier I'initialisation de
la récurrence sur £(¢).

On suppose maintenant qu'il existe (p, a,b) € Jord(y) tel que (a—b)/2 = x
et b > 1; on fixe un tel élément. On va alors diminuer ¢(¢). On fixe un
bon ordre sur Jord(y) de sorte que (p,a,b) soit I'élément maximal parmi les
(p,a’, V) € Jord(y) vérifiant (o' — V')/2 < xy. Ceci est possible. On note ¢
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et n les parametres permettant de définir ¢». On fixe T un entier "grand” et
on note 17 le morphisme qui s’obtient & partir de 1 en remplacant (p,a,b) par
(p,a+2T,b) pour T grand. On rappelle que I'on a fait I’hypothese que pour tout
(p,ad' b)) € Jord(vy) avec (' —V')/2 > xp, on a @’ > b'; on peut donc supposer que
Yy domine ¢ pour l'ordre fixé. Ainsi TI(¢)) s’obtient a partir de II(¢)7) en prenant
les modules de Jacquet qui font descendre (p, a+ 27T, b) vers (p,a,b). Précisément,

on sait qu’il existe 7 € II(¢r) tel que

T = Ope(1,7]J ACa—b) /24 T— 41, ,(a+b) /2+T—(TT-

On pose t := t(p,a,b) et on note ¥} le morphisme qui se déduit de 7 en
remplagant (p,a + 27,b) par Uce[afb+1+t,a+b*1*t],(*1)62(*1)a+571 (p,c+2T,1). On
sait qu’il existe une représentation 7/, € II(¢/},) et une inclusion

7 = (XjepgStlp, a+21)| - [~V sy, (4)

Les crochets indiquent que l'on prend l'unique sous-module irréductible pour
I'induite écrite. Pour tout 7" € [0, T'[, on définit par récurrence descendante 7y :=
JaC(a—p) /247" 41, (a+b) 2+ T 41 - On sait que le résultat est une représentation
irréductible dans II(t7/) analogue de ¢¥r quand T'=T". On définit 7/, de fagon
analogue en appliquant Jac(q—p)/244+7'+1, (a+b)/2—t+T" Tr 41 - On sait aussi que si
cette représentation est non nulle, ¢’est un élément de II(¢)}.) obtenu en remplacant
T par T" dans la définition ci-dessus. On montre par récurrence descendante que

T = (X jeq,gSt(p, a+ 21| - [0V s m,

il suffit d’oublier que dans (4), T" est grand et de calculer, J AC(a—b) 24T, (a+b)/2—1+T
aux deux membres de (4). En fait on calcule d’abord Jac—p) /247, (a—b)/24+7+¢
du membre de droite; pour tout = € [(a — b)/2 +T,(a —b)/2 +T +t — 1],
Jac,ml, = 0 car pour tout (p,a”,b") € Jord(y7.), ou bien (a” —b")/2 < o ou bien
(a” —b")/2> xy ou bien (a" —b")/2 € [(a—101)/2+1t,(a+b)/2—1—1] et donc il
n’existe aucun élément de Jord(yr), (p,a”,b"), tel que (a” —b")/2 = x. On écrit
(XjepngSt(p,a+2T")| - |®=D/2+3-1) comme la représentation attachée a p et aux
multisegments:

(@=b)/2+T - —(a+b)/2+1-T

(a—b)/2qztt—1+T —(a+b)/:2+t—T

Quand on applique Jaca—p) /247, (a—b)/2+T+¢, ON enleve la premiere colonne. En-
suite on applique Jac(q—p) /24447, (a+b)/2—1—¢t+7 qui lui n’agit que sur 77 pour
donner par définition 75_,. Ensuite on applique Jac(atb)/2—t+7, (atb)/2+7; O
vérifie encore que pour tout x € [(a+b)/2 —t+T,(a+b)/24+ T], Jac,np_; =0
et le résultat est donc d’enlever la derniere colonne de la matrice ci-dessus. En
mettant ces trois calculs ensemble on voit qu’appliquer le module de Jacquet au
membre de droite de (4) revient a remplacer T par T — 1. Progressivement, on
obtient

T = (Xjen,gSt(p, a)l - |0 g, (5)
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ou 7, € II(¢y). On applique Jac,ce aux deux membres de (5). Il faut différentier
suivant que ¢t = 0 ou non. Dans le premier cas, m = 7; on a alors

T () = Xeelamb)+1,(a4b)— 1], (- 1)e—(—1)a-1SE(D, €)X (o @ 1) £(p.ap) SPER(SE(P' ') 1),
JGCZGSWGL(I%) =
Jacgegg JaCimegdSt(p, a—b+ 1) Xce](a—b)+2,(a+b)—1],(—1)6:(—1)““’*1 St(p, C)

X JaCoeg—g,-£, X (o0 W) £(prab) SPER(ST(P' d), b)), (6)

ol &, est soit vide soit réduit a xp et &; est soit vide soit réduit a z. De fagon
analogue, on a

WGL(d]) = Speh’(St(pa CL), b) X(p’,a/,b/);é(p,a,b) Speh(St(pl, a/)> b,)

Quand on calcule Jacl_ m%" (1)) on obtient des termes indexés par deux sous-
segments, de [(a—b)/2, —(a+0b)/2] chacun étant vide ou commengant par (a—>b)/2
que I'on note &, et &; par analogie au calcul précédent et le résultat est comme ci-
dessus. A fortiori si (6) est non nul, Jac?_.m%*(1)) # 0. Or on connait le résultat
pour 7, puisqu’ici on ne change pas £ mais que 'on baisse ¢(¢)) et que I'on a déja
amorcé la récurrence pour xg > 0.

On traite maintenant le cas ou ¢t > 0. On utilise tout de suite le fait que les
éléments de £ sont rangés par ordre décroissant; le module de Jacquet du membre
de droite de (5) a une filtration dont les termes du gradué associé sont indexés par
les sous-segments &; de [(a —b)/2, —(a+ b)/2 + 1] soit vide soit commencant par
(a —b)/2 et le terme correspondant est

—(b—l)/2+t—1>

Jacme£1<><je[17t]5t(07 a)l - | X Jacxegﬂé,

ou & est le complémentaire de & dans £. On peut appliquer le résultat par
récurrence a 7, et & car soit & est strictement plus petit que £ et on utilise
la récurrence sur le cardinal de £ soit on a égalité et on utilise la récurrence sur
().

Pour conclure, il suffit de remarquer que
JacZeEZWGL(M)) #0 = Jozcz652 X (o 0 )£ (prab) SPER(SE(p',a"),0") # 0
et que Jacl_m%E (1) contient
Jacgie& Sp(St(p, a)7 b) X Jacge& X (o' b )#(p,a,b) Speh(st(p/, a/)? b/)

qui est alors non nul.

Il reste le cas ou xyp < 0. Ici on fait une récurrence sur Z(p,a,b)ejord(¢);a<b b.
Si ce nombre vaut 0, on a Jac,,m = 0 et il n’y a rien a démontrer. On a déja
réduit au cas ou Jord(y) est de bonne parité, sans multiplicité et ou pour tout
(p,a,b) € Jord(y)) si a > b alors a > b; cela ne change pas le nombre sur lequel
on fait une récurrence. On fixe (p,a,b) tel que |(a — b)/2| soit minimal, d’ou

certainement (a — b)/2 > xo pour qu’il y ait quelque chose a démontrer. Le choix
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n’est pas unique mais on en fait un. On fixe un bon ordre sur Jord(y) tel que
(p,a,b) soit I’élément minimal; ceci est possible. D’abord on montre que 'on peut
supposer que a = b ou a = b — 1. En effet, s’il n’en est pas ainsi, on note ¢’ le
morphisme qui se déduit de v en changeant (p,a,b) par (p,a,b—2) et on vérifie
qu'il existe 7" € II(¢’) avec une inclusion

m = St(p,a)| - |7V x; (7)

en effet ceci est montré en [15] dans le cas ou ¢ est de restriction discréte a la

diagonale et cela s’applique donc ici pour s, dominant ¢ et donc vy, dominant
' d’ou

Pour obtenir 7 a partir de 7, il faut appliquer des Jac,,cy mais avec nos
hypotheses sur ¢, on est stir que ) est formé d’éléments négatifs tous strictement
inférieur & (a — b)/2; ainsi Jac, ey appliqué au terme de droite commute &
I'induction par St(p,a)| - |~®~1/2 et on obtient (7).

On peut appliquer I’hypothése de récurrence a «’ pour £ ou pour tout
sous-ensemble de £. Soit F un sous-ensemble de £ héritant de 'ordre de £.
On vérifie encore que JaczefﬂGL(z//) # 0 nécessite que Jacf[/,EJE X (ot 0! )4 (pyasd)
Speh(St(p',a’),b') # 0 puisque (p,a,b) n'est plus dans Jord(y') et qu’il est
remplacé par (p,a,b — 2) avec certainement (a — b+ 2)/2 = (a —b)/2+ 1 > .
On conclut ensuite exactement comme dans la fin de la preuve du cas x¢o > 0. Le
cas a = b, a déja été traité puisqu’on I'a ramené a a > b. Il faut voir le cas ou
a="b—1. On note ¢ et n les parametres de m pour l'ordre choisi. Et on pose
t:=1t(p,a,b) et n:=mn(p,a,b).

On termine la preuve en admettant momentanément le lemme ci-dessous:
en effet dans le cas (i) de ce lemme, on applique I'hypotheése de récurrence a v’
et on obtient facilement le résultat pour . Dans le cas (ii), on raisonne comme
ci-dessus.

Lemme. (i) On suppose que t = 0 et que n = —. Ce cas est tres simple: on
note ' le morphisme qui se déduit de 1 en changeant (p,a,a+1) en (p,a+1,a)
alors m € II(¢').

(ii) On suppose que t # 0 ou que n # —. On note Y’ le morphisme qui se
déduit de ¢ en remplacant (p,a,a+1) par (p,a,a—1). Alors, il existe ©’ € I1(¢)
et une inclusion

T St(p,a)|- |72 x .

Le (i) est vrai par définition si ¢ est de restriction discrete a la diagonale;
on l'applique & ¥, dominant . Et (i) reste vrai quand on a appliqué les modules
de Jacquet pour redescendre de 1. a 1 puisque 'on ne modifie pas le plus petit
bloc de Jordan qui est (p,a,a + 1) par notre choix.

On suppose encore que t = 0 mais que n = +. On fixe encore s, dominant
Y et contenant (p, a,a+1) comme plus petit élément. Soit ms € I1(¢)s.) déterminé
par t,n. Par construction, ms, € II(¢4) ou ¥4 se déduit de 15 en remplagant
(p,a,a + 1) par (p,1,2§) pour j € [1,a]. Et comme le signe alterne sur ces
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blocs en prenant la valeur + sur (p, 1,2), on a construit 7. comme sous-module
irréductible de I'induite

Ts = (=1/2,---,—a/2), x 75,

ou 74 € II(Yy) avec ¥4 qui se déduit de ¢4 en remplacant (p,1,25) par
(p,1,2j — 2) pour tout j €|1,a] ((p,1,2) disparit). Le signe est la restriction
du signe pour ¥4 de facon naturelle; il alterne sur ces blocs en commencant
maintenant par —; on peut donc remplacer (p, 1,25 —2) par (p,25 —2,1) (c’est
dans les définitions). On note ¢” le morphisme qui se déduit de ¥ en remplacant
(p,a,a+1) par U;cq o—1(p, 27, 1) et on montre qu’il existe 7" € I1(¢)") avec une
inclusion
T— (=1/2,--- ,—a+1/2), x 7".

Pour arriver a ce résultat on applique les modules de Jacquet qui font passer
de ¢s a 1 et ils ne touchent pas aux blocs (p,27,1) ni a la représentation
(—1/2,---,—a/2), car ils sont de la forme Jacyey avec y < —3/2. Pour avoir
exactement I’énoncé du lemme on regroupe les (J;c(y ,1(p,27,1) en (p,a,a — 1)
(ce qui est loisible); les parametres pour 7" sont ¢”,7"; ils coincident avec t,n sur
Jord(v) —{(p,a,a+ 1)} et valent

t"(p,a,a—1)=0,19"(p,a,a —1) = —.

On ne suppose plus que ¢ = 0; comme ci-dessus, on peut supposer que 1t est
de restriction discrete a la diagonale. On définit ¢ en changeant dans Jord(v),
(pya,a+1) en (p,a,a —1). On définit t",n” sur Jord(¢") en demandant qu’ils
coincident avec ¢ et n sur Jord(y) — {(p, a,a+1)} et valent
sin=+,t"(p,a,a—1)=t—1et n"(p,a,a—1) = —;
sin=—,t"(p,a,a—1)=tet n'(p,a,a—1)=+.

On note 17 le morphisme qui se déduit de v en changeant (p,a,a + 1) en
(pya—2,a+1) et ty, n, qui se déduisent naturellement de ¢ et 1 avec comme seul
changement que t,(p,a —2,a+ 1) =t — 1. On note m la représentation dans
I1(¢)1) correspondante et par définition

Te—(—1/2,--- ,a—1/2), x m.

On peut passer de (p,a—2,a+1) & (p,a — 2,a — 1) sans changer les parametres,
ce qui donnent une représentation 7 et une inclusion

m o= (=3/2,--+ ,—a+1/2), x 7.
On utilise I'inclusion de la représentation de Steinberg tordue (—1/2,--- ,a—1/2),
dans l'induite p|-|7/2x(1/2,--- ,a—3/2),% p|-|*~1/2 et on compose avec I'inclusion
P ) ) pXpP P
ci-dessus. On obtient
T pl |7V (=82, —a+3/2), x (1/2,- - a = 3/2), x p| - [TV x .

Mais p| - |%71/2 x 7} est irréductible donc isomorphe & p| - |7**/2 x /. D’ol une
inclusion

ool V% < =3/1,- - —a+3/2), x p| - |7 TV2 x (1/2,- - Ja—3/2), x 7.
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Comme Jac,m =0 pour x €] — 1/2, —a + 1/2], I'inclusion se factorise par
T (=1/2,--+ ,—a+1/2), x (1/2,--+ ,a —3/2), x 7.

On vérifie que l'induite (1/2,--- ,a—3/2),x 7} a un unique sous-module irréducti-
ble, c’est la seule représentation dont le Jacy)s... o—3/2 # 0. L’induite ci-dessus
se factorise donc par ce sous-module (a cause de cette propriété du module de
Jacquet). On peut caractériser ce sous-module irréductible; c’est essentiellement
la propriété inverse de celle que 'on cherche a montrer en échangeant les roles
des deux copies de SL(2,C) et en remplagant a par a — 1. Nos constructions
sont symétriques en les deux copies de SL(2,C) on peut donc caractériser le sous-
module irréductible comme étant la représentation dans II(1)") correspondant aux
parametres donnés. Cela termine la preuve.

5.2. Un calcul approximatif de modules de Jacquet. La difficulté de la
description de (7)) est qu’elle fait intervenir des calculs de modules de Jacquet
qui sont difficiles a expliciter. On peut en trouver des approximations; on veut en
fait généraliser (5), (7) et le lemme de 5.1, ce qui sera réalisé en 5.3 et 5.4. La
situation typique dans laquelle on se trouvera est la suivante. On fixe ¥ et un
morphisme ¥ tel que Jord(y) et Jord(y) sont égaux & un élément pres qui vaut
(p,a,1) dans Jord(y) et (p, o + 2T, 1) dans Jord(d) avec T > 0 et il n’existe

pas (p,a,b) € Jord(y) avec

a<a—b+1<a+b-—1<a+2T.

En particulier on saura qu'il existe 7 € I1(¢)) et m € II(¢)) avec

T = Jac(a—1)/247, (at1)/27-

En général 7 sera mieux connue que m comme sous-module irréductible dune
certaine induite et on veut déduire de cette connaissances des renseignements sur
m, donc en fait montrer que m est aussi sous-module irréductible d’une certaine
induite; les difficultés viennent de ce que 1’on ne peut éliminer plusieurs choix pour
I'induite et qu’il n’y a aucun moyen de démontrer que 'induite en question a un
unique sous-module irréductible.

On fixe donc o, 7 € TI(¥), (p,a,1) € Jord(¥), 1, # € T(¥), T comme
ci-dessus, en particulier m = Jac(a—1)/247,- (a+1)/27- On suppose qu’il existe 1;’
un autre morphisme et ' € II(¢) ) tel que

T = Xieng (@i, Yi)p X 7, (1)

ou les [x;,y;] sont des segments décroissants avec z; < —y;, éventuellement ¢ =0
auquel cas il n’y a pas d’induite mais le point alors est que 15’ peut étre différent
de . On suppose que pour pour tout i € [1,¢], soit z; > (o —1)/2 + T soit
z; < (a—1)/2 et —y; ¢ [(a+1)/2, (a—1)/2+T]; en particulier, puisque x; < —y;,
pour tout = € [(a« —1)/24+ T, (a+1)/2] l'induite (z;,y;), X p| - |* est irréductible.
On suppose que 'on a aussi x, < —y,.

On aura en plus que pour tout (p,a’,V') € Jord(¢') tel que (a' —)/2 €
[(a=1)/24T,(a+1)/2], Y =1 et (p,a’,1) intervient avec multiplicité 1 dans
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Jord(y') et de plus si @, = —y, alors (p,2x,+ 1,1) ¢ Jord(y)'). On aura aussi
dans les applications une hypothese qui simplifie les démonstrations, alors on la
fait: si xp = —yp alors 2, = (o« — 1)/2 +T'. Dans le cas ou x; = —y,, on pourrait
remplacer dans (1), (x;,v;), X 7 par une représentation 7’ & H(zﬁ”), ot ¥ se
déduit de ¢ en ajoutant deux fois (p,2x, 4+ 1,1); donc ce que 'on veut c’est
une multiplicité inférieure ou égal a 2 pour les éléments de la forme (p,d’, 1) avec
(a'=1)/2 € [(a—1)/24T, (a+1)/2], avec multiplicité 2 uniquement éventuellement
pour (p, o+ 27,1).

Les premiers facteurs X;ep e(%;,¥i), jouent un role muet mais ils sont la
dans les applications.

Lemme.  On suppose que T' = 1; Jac4+1),2T # 0 nécessite que l'une des trois
hypothéses suivante soit réalisée (elles ne sont pas exclusives l'une de [autre),
zo=(a+1)/2, —ye = (@+1)/2, (p,a+2,1) € Jord(¥'). Et © vérifie alors l'une
des inclusions ci-dessous:
(i) ™= Xiep{Ti Yi)p ¥ (xe—1,90) , X 7', ce cas nécessite que vy = (a+1)/2;
(i) 7™ = Xepe{Ti vi), x 7, ot " € II(Y)") avec " qui se déduit de g
en ajoutant (p,2xe,1) et (p,2xy—1,1), et ce cas nécessite v, = —y, = (a+1)/2;
(i) 7 = Xiep, (T, Yi)p X (Te,ye + 1), X T, ce cas nécessite
-y = (a+1)/2 > zy;
(iv) si (p,a +2,1) € Jord({'), en notant 1" le morphisme qui se déduit
de ' en remplagant (p,o + 2,1) par (p,a,1), © — Xiep (@i, Yi)p X T, avec
7 e TI(y").

Avant de faire la preuve on remarque que 1’on voudra appliquer le lemme par
induction pour obtenir le cas 1" > 1; le lemme appliqué a mp_; := Jaca—1)/24+77
montre que cette représentation vérifie a peu pres les hypotheses nécessaires mais
pas tout a fait; on ajoute tout de suite une hypothese que 'on aura: si z, = —y,
alors y = (o« — 1)/2 + T'. Pour la suite, il est utile de montrer tout de suite ce
qu’il manque a mp_; pour pouvoir lui réappliquer le lemme:

avec (i) et (ii), il n’y a aucun probleme;

avec (iii), il manque si z; = —y, — 1 le fait que (p, 2z, 4 1,1) ¢ Jord(¢');
on vérifiera dans les applications que si (iii) se produit on n’a pas z, = —y, — 1;

avec (iv), il y a un probleme si (p,a+ 27 —2,1) € Jord(¢'); dans ce cas, il
faut changer ¢ en ¢+ 1, car on réalise dans ce cas @ comme sous-module d’une
induite de la forme St(p,a+ 27 —2) x 7" avec 7" dans le paquet qui se déduit de
" en enlevant les deux copies de (p,a+ 2T — 2,1); donc il faut que le segment
[, ye] vérifie les hypotheses des segments [z;,y;] pour i € [1,¢[. On vérifiera ce
point dans les applications.

On montre maintenant le lemme. On applique évidemment les formules
standard pour les modules de Jacquet. On obtient une filtration du module de
Jacquet et par fonctorialité m est sous-module d’'un des gradués et on ne sait
évidemment pas lequel. Vues les hypotheses que 'on a mises, la filtration a au
plus deux termes et on obtient directement que 'une des inclusions suivantes est
réalisée:
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soit celle de (i), soit celle de (iii) mais éventuellement avec z, = —yy,
soit celle de (iv) avec @ := Jacat1),2™ et on sait que cette représentation
est irréductible si non nulle (par hypotheése, pour tout (p,d’,b') € JO'rd(@Z’ ),
(@ =V)/2 = (a+1)/2 force b’ =1 et cet élément (p,a’,b’) n'intervient qu’avec
mulitplicité 1 dans Jord(y)). Donc le seul point est de montrer que le cas de

I'inclusion (iii) avec x, = —y, est en fait (ii).
On suppose donc que xp = —yp = (o +1)/2 et que
T = Xiem{®i, Yi)p X (e +1)/2,—(a—1)/2), x 7. (2)

On utilise I'inclusion {(a + 1)/2, —(a —1)/2), = p| - [(@*D/2 x St(p,a). On sait
que St(p,a) x 7" est semi-simple formé d’éléments dans le paquet associé a ¢’ le
morphisme qui se déduit de QZ’ en ajoutant deux copies de (p, «, 1). Donc il existe
7' dans II(¢)") tel que I'inclusion (2) donne en fait une inclusion

T — Xi€[1,€[<x’iayi>p X ,0‘ . ’(a+1)/2 x 7. (3)

’(a—i—l) 2

On peut remplacer dans I'induite de (3), la représentation p| - /2 % 7' par un

sous-quotient irréductible n”, d’ou

T = Xieno{Ti, Yi) p X . (4)

et on va montrer que nécessairement 7" est dans II(¢”) ou 9" s’obtient comme
dans I'énoncé de (ii). On commence par remarquer que les hypotheses sur les x;, y;
pour i € [1,/[ entrainent que dans (3), on peut pousser p| - |@*Y/2 en premiere
position; d’out Jacia41)2m # 0. Quand on reporte cette propriété dans (4), on
voit que nécessairement Jac(ai1y2m” # 0 car aucun des x; ou des —y; ne vaut
(a+1)/2 si i € [1,{]. Or Jaciir)2 appliqué a linduite p| - [@+HD/2 x 7/ est
irréductible (égal a 7’) car Jac(ai1)2m = 0 puisque Jord(y)') ne contient aucun
élément de la forme (p,a’, V') avec (a' —b')/2 = (o + 1)/2 par hypothese dans
le cas ou xy = —y,. Donc 7" est I'unique sous-module irréductible de I'induite
p| - |@tV/2 x 7. Or Dapplication Jac(,i1)2 définit une surjection de II(¢)”) sur
II(¢)") (cf. la remarque de 3); on fait remarquer au lecteur que la démonstration de
ce fait utilise la formule des traces via les travaux d’Arthur et que je n’en connait
pas de démonstration uniquement a I'aide de modules de Jacquet; cela me semble
donc un résultat non trivial. Ainsi I'élément 7" € II(¢)") qui s’envoit sur 7’ est
I'unique sous-module irréductible de l'induite p| - |(a 4 1)/2 x 7’ et coincide donc
avec 7”. Cela termine la preuve.

5.3. Description partielle de certaines représentations . En 5.1 (5), on a
montré comment on pouvait remplacer (p,a,b) € Jord(y) tel que a > b > 1 soit
par (p,a,b—2) soit par U.ci_p)1+1.a6-1:(—1)e=(1ya0-1(p: ¢, 1). Mais on avait une
hypothese forte que pour tout (p,a V) € Jord(vy), soit (¢’ —b')/2 < (a—b)/2
soit @’ > b'. Il faut lever cette hypothese, mais on ne peut plus alors qu’espérer
un résultat approximatif comme expliqué en 5.2. C’est donc un résultat technique
qui permet de démontrer des propriétés des représentations considérées mais ne
permet pas de les construire.

On fixe ¥ un morphisme et (p,a,b) € Jord(y). On suppose que pour tout
(p,d', V') € Jord(y) vérifiant (a'—V')/2 €](a—b)/2, (a+b)/2—1[, I’ =1 et qu'un tel
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élément n’intervient qu’avec multiplicité 1. On fixe un ordre sur Jord(y) tel que
les éléments de Jord(1) strictement plus grands que (p, a, b) soient exactement les
éléments (p,d’,b') € Jord(v) avec (@’ —V')/2 > (a —b)/2. On note £ 'ensemble
des entiers @’ tel que (@' —1)/2 €](a —b)/2,(a+b)/2—1] et (p,d’,1) € Jord(y).
Soit m € I1(%)); grace a 'ordre mis sur Jord(1), on définit les parametres ¢, n qui
permettent de construire 7 et on pose t := t(p,a,b). On note ¢’ le morphisme
qui se déduit de v en remplacant (p,a,b) par (p,a,b— 2).

Lemme. (i) On suppose que t = 0. Il existe v un entier positif ou nul, un
morphisme ", ©" € TI(Y") et des élements a; pour i € [1,v] de € rangés dans
l’ordre décroissant avec 'inclusion suivante:

si v oest pair ™ — Xjen,way((ay — 1)/2, —(agi—1 — 1)/2), x 7, ou ¢"
s’obtient a partir de ' en ajoutant (p,a — b+ 1,1) et (p,a+b—1,1) et en
enlevant tous les (p,a;,1), pour j € [1,v]; si v =0, il n’y a pas d’induite, i.e.
T=n";

st v est impair

T = Xje /2y ((agj41 — 1)/2, —(ag; —1)/2), x {(a1 — 1)/2, —(a + b)/2 + 1),,

ou V" s’obtient a partir de i)' en ajoutant (p,a —b+ 1,1) et en enlevant tous les
(p,aj,1) pour j € [1,v].

(il) On suppose que t > 0. Il existe v un entier positif ou nul, un morphisme
", " e T(Y") et des élements a; pour i € [1,v] de € rangés dans ['ordre
décroissant avec linclusion suivante:

st v est impair

T ((a—10)/2, _av>p XjelL,[v/2] <(a2j -1)/2, —(a2j71 — 1)/2>p x 7
ou " s’obtient a partir de i)' en ajoutant (p,a+b—1,1) et en enlevant tous les
(p,a;,1) pour j € [1,v];

st v est pair m— ((a—10)/2,—a,),%

Xjenws2il(azit —1)/2, —(az; = 1)/2), x ((ar = 1)/2, =(a +b)/2 + 1), x 7",

ou " s’obtient a partir de ' en enlevant tous les (p,a;,1) pour j € [1,v]; si
v=0,0onam— ((a—b)/2,—(a+0b)/2+ 1), x 7.

On fixe un morphisme dominant ¢ et plus précisément dominant tous les
blocs de Jordan de 1 strictement supérieurs a (p, a,b) et contenant les autres. On
le note 1. On sait qu'il existe 7 € H(zﬂ) tel que m = Jac,czT pour un ensemble
totalement ordonné Z convenable. On fait d’abord remarquer que le lemme est
vrai pour 7 en prenant v = 0 puisque & est vide et que l'on peut appliquer 5.1
(5). Le point est donc de faire redescendre les éléments de Jord(1)) qui dominent
les éléments de &£; si on a le lemme pour cette représentation intermédiaire, avec
7 e TI(¢)"), on peut ensuite faire redescendre les éléments restant et cela ne touche
qu'a ' pour passer de 1) & ¢ sans modifier les inclusions. On peut donc supposer
tout de suite que pour tout (p,a’,b") € Jord(y)) avec (a/ —b')/2 > (a+b)/2 — 1
on a en fait (¢’ —0)/2> (a+b)/2 — 1.

On fait la preuve de (i) et on suppose donc que ¢t = 0. On note o
le morphisme qui se déduit de v en remplacant (p,a,b) par (p,a — b+ 1,1),
(p,a,b—2),(p,a+b—1,1). On note « le plus petit élément de &; il existe T > 0
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tel que (p, a + 2T,1) € Jord(iy) et il faut d’abord calculer:

Jacia—1)/247, - (at+1)/27-

On va appliquer 5.2 pour calculer d’abord Jaca—1)/247,... (atb)/27; ici on a £ = 0
et a chaque fois seul (iv) peut se produire. Donc on obtient

J(LC(a,l)/ngT,...7(a+b)/2ﬁ' — <(a + b)/2 -1, —(a + b)/2 + 1>p x 7’

pour 7" € TI(¢") qui se déduit de o en enlevant (p,a+2T,1) et (p,a+b—1,1).
On applique encore Jac(,4p)/2—1 en utilisant 5.2; peuvent se produire (i) et (ii).
Supposons que (ii) se produit, cela veut dire que le résultat est dans un paquet
qui se déduit de 1)y en remplacant simplement (p,a+2T,1) par (p,a+b—3,1)
et ensuite les Jac suivant ne peuvent plus que faire descendre (p,a+b—3,1) en
(p,cr, 1); en fait il ne s’est pas passé grand chose et on pourra recommencer avec
I'élément de £ juste au dessus de «. Par contre si le cas (i) se produit, la situation
va changer; donc on peut considérer que « est le plus petit élément de £ pour

lequel dans la procédure précédente c’est le cas (i) qui se produit. Ici, on a donc
Jac-1y/247, (atb)/2-17 = ((a+)/2 =3, —(a+b)/2+ 1), x 7"
Et les Jac suivant donnent encore uniquement le cas (i) et finalement on obtient
Jac(a-1y/247, (at1) 2T = (@, —(a+b)/2+ 1), x 7". (1)

L’élément o qui est ici, sera le «, de I’énoncé bien que I’on ne connaisse pas encore
v. On note § I'élément de £ qui est juste au dessus de « et on calcule pour T’
grand tel que (p,0 + 27",1) € Jord(@zo), Jacg_1) /241, (3+1)/2 du membre de
gauche de (1); on commence par calculer Jacg_1)/2417,. (a+b)/2 €t seul (iv) peut
se produire. Quand on continue avec Jac(gp)/2—1 soit (ii) soit (iv) se produit
et comme ci-dessus, il ne se passe ensuite plus rien, c’est toujours (iv) qui seul
peut s’appliquer et le résultat est simplement de faire descendre (p, 3+ 277,1) en
(p, B,1); comme ci-dessus, on ne s’intéresse donc qu’au premier 3 pour lequel c¢’est

(ii) qui se produit. Et on trouve
Jac(g-1) /2417 - (3+1) /20 AC(a—1) j24T - (at1) /2T — (o, — (B — 1)/2), x ©",

ot 7 se trouve dans le morphisme qui se déduit de 1, en gardant (p,a+b—1,1)

et en enlevant (p, a+2T, 1) et (p, 54+27T,1). On remarque que pour tout v € £ qui

doit encore redescendre, on a certainement (y—1)/2> (8—1)/2 > (a—1)/2. Le

facteur (o, —(3—1)/2), joue le role muet comme voulu dans 5.2 et on est revenu

a la situation ou on faisait redescendre «; il est alors facile de finir la preuve du

lemme (par exemple par récurrence sur |€|). Cela termine la preuve de (i).
Preuve de (ii); on sait des le départ que I'on a une inclusion

= ((@a=0)/2,-+,=(a+b)/2+ 1), x 7"

C’est donc la preuve de (i) qui s’applique telle quelle mais en commengant au cas
(#. Cela termine la preuve du lemme.
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5.4. Le cas des blocs négatifs . On fixe ¥ et on suppose que pour tout
(p,a,b) € Jord(v) tel que a > b, on a b = 1 et qu'un tel élément n’intervient
qu’avec multiplicité 1. On note (p, a,b) un élément de Jord(z)) tel que (b—a)/2 >
0 et minimal avec cette propriété. On fixe 7 € II(¢)) et on suppose que si a = b+1,
7 ¢ I1(+)) ou ¢ s’obtient en changeant uniquement (p,a,b) en (p,b,a). On fixe un
ordre sur Jord(1) tel que (p,a,b) soit le plus petit élément. On note £ 'ensemble
des éléments de Jord(y) de la forme (p,a’,1) avec @’ € [(b—a) —1,a+b—1][.

Lemme. [l existe un entier v positif ou nul, des éléments de &, a; pour
i € [1,v] rangés dans l'ordre décroissant, un morphisme " et 7" € II(¢)"), avec
une inclusion

m—={(a=0)/2,--,—(av = 1)/2)p Xjeppfj=orz (@41 — 1)/2, —(a; — 1)/2),,
" (a1 = 1)/2,—(a+0b)/1+ 1), x ©"; siv est pair,
xn”, si v est impair,

ou " s’obtient a partir de ¢ en remplagant (p,a,b) par (p,a,b—2) et en enlevant
les (p,a;, 1) pour i € [1,v] et en ajoutant (p,a+b—1,1) si v est impair; le terme
((a—10)/2,—(a1 — 1)/2), disparait si a; =b—a—1 et si v =0, on n'a que le
terme ((a —b)/2,—(a+0b)/2+1),.

D’abord on remarque qu’il suffit de démontrer le lemme avec ’hypothese
supplémentaire que pour tout (p,a’,b") € Jord(¢y) si (p,a’, V') & {(p,a,b),(p,a”,1);
a" < (a+b—1)} alors |[(a' — V)| > 0. En effet, on met un ordre sur Jord()
de telle sorte que ces éléments sont strictement plus grands que (p,a,b) et tout
(p,a”,1) avec a” < (a+ b — 1); on considére un morphisme qui domine v et
plus précisément qui domine tous ces (p,d’, ') € Jord(y)) et au contraire contient
(p,a,b) et (p,a”,1) pour tout a” € £. On sait qu’il existe 7 dans le paquet associé
a ce morphisme tel que

m = Jacyeym,

ou les éléments de ) sont soit négatifs strictement plus petits que (a — b)/2 soit
positifs strictement plus grands que (a + b)/2 — 1. Donc prendre ce module de
Jacquet ne perturbe pas les inclusions du lemme si on les connait pour 7, le
module de Jacquet ne s’applique qu’a 'analogue de 7”; ici on a remplacé (p,a,b)
par (p,a,b — 2); il faut vérifier que cet élément peut toujours étre le plus petit
élément pour un bon ordre. Pour cela on utilise la minimalité de (b — a)/2; on
a maintenant soit (a — b+ 2)/2 = 1/2 soit (b — 2 — a)/2 est le plus petit des
(' —a’)/2 parmi ceux qui sont négatifs. D’ou I'assertion. Ainsi quand on applique
Jacyey a l'analogue de 7" on obtient un 7" convenable. Démontrons donc le
lemme avec cette hypothese supplémentaire. On fixe 15, dominant v et il faut
uniquement faire redescendre les éléments de Jord(ys) dominant les (p,a”,1)
avec a’ < a+b—1. Au départ on sait qu’il existe une représentation m, telle que

T = Og Jac(a”fl)/QJrTa//,--- S(a+1) /2T

ou a” parcourt les entiers tels que (p,a”,1) € Jord(¢) et @ < a+b—1 et ou

les T,» sont des entiers tels que T,» > T,» si a” > a"; et dans cette formule, on

considere les éléments de € dans 'ordre croissant.



830 M@EGLIN

De plus on note 9 _ le morphisme qui se déduit de s en remplacant
(p,a,b) par (p,a,b —2) et on sait (cf. (7) et le lemme de 5.1) qu'il existe
s — € II(¢)s _) avec une inclusion

T> = <(a_b)/27"' 7_<a+b)/2+1>P X T -

On fait d’abord descendre les éléments qui dominent les (p,a”,1) avec a” <
a—0b—1. Iciil n’y a pas d’autres solutions que d’appliquer le module de Jacquet
a ms @ a priori quand on calcule Jac.e(a—1)/24T,, (a+1)/2) @ une induite comme
ci-dessus, le segment se coupe en deux, une partie sert a prendre le module de
Jacquet de ms _ et l'autre s’applique a ((a —b)/2,---,—(a +0)/2+ 1), et a
son dual. Le découpage se fait nécessairement en deuxsous-intervalle et le sous-
intervalle qui s’applique a s, _ commence nécessairement a (a” — 1)/2 + Tp».
Puisque (a” +1)/2 < —(a — b)/2 ce sous-intervalle contient aussi (a” + 1)/2 et
coincide donc avec tout Uintervalle. Ceci regle facilement les éléments (p,a”, 1)
avec a” non dans &; on ne change pas les notations, ms et ms _ alors qu’il le
faudrait. On considere maintenant les éléments dans £ et on est exactement dans
la situation de 5.3 (ii), le fait que (a — b)/2 est négatif au lieu d’étre positif n’a
qu’un seul effet: le premier terme ((a—b)/2, —(a1—1)/2), disparait si a; = b—a—1.
Cela termine la preuve.

5.5. Une remarque sur les orbites unipotentes . On considere un entier v
et des a; €la—b+1,a+b— 1] pour i € [1,v]; on considere 'orbite unipotente, O,
dont les blocs de Jordan sont (a—b+1) et deux copies de chacun des (a;+a;41)/2
pour j de la parité de v — 1 auquel on ajoute encore (a +b— 1) si v est pair et
deux copies de (a +b—14ay)/2 si v est impair.

Lemme. L’orbite O, ainsi décrite contient dans sa fermeture 'orbite dont les
blocs de Jordan sont deux copies de a et tous les a; pour j € [1,v].

Pour tout ¢ € [1,v 4 2] on compare la somme des ¢ plus grands blocs de
Jordan. On commence par t = 1. On a clairement a +b—1 > a car b > 1
et a+b—1 > a; par hypothese, ; d’ou a + b —1 > sup(a,a;), ce qui regle le
cas ol t = 1 et v est pair. Mais on a aussi ((a +b—14a1)/2 > a; et comme
ap>a—b+1, ((a+b—14+a1)/2> ((a+b—14+a—b+1)/2 =a, ce qui régle le
casou t =1 et v est impair.

Le cas t = v + 2 est simplement le fait que les orbites sont relatives au
méme groupe et le cas t = v 4+ 1 revient a comparer les derniers blocs de Jordan
(chaque orbite en a le méme nombre); on vérifie que a —b+1 < inf(a, a,) presque
par hypothese.

On suppose donc que t €|1,v]. Si t est de la parité de v, la somme des t
plus grands blocs de Jordan de O, vaut

a+b—1+ Z aj + (a1 +a)/2

j<t—2

et on doit comparer avec )., ,a;+sup(a;-1,a)+sup(a;,a). La différence de ces
deux nombres vaut ((a+b—14a;_1)/2—sup(a, a;—1))+ ((a+b—1+a;)/2—sup(a, a;))
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et chacune des parentheses est positive. Si ¢ est de la parité opposée a celle de v,
la somme des ¢t plus grands blocs de Jordan de O, vaut a+b—1+ ngt—1 a; que
I'on doit comparer a 3, , a;+sup(a;—1,a)+sup(as, a). La différence de ces deux
nombres vaut ((a+b—14a;—1)/2—sup(a,a;—1))+ ((a+b—1+a;,_1)/2—sup(a,a;))
et chacune des parentheses est positive car a;_; > a;. Cela termine la preuve.

On a un lemme analogue pour le (ii) de 5.3. On considere 'orbite dont les
blocs de Jordan sont deux copies de (a—b+1+a,)/2 ainsi que des (a;j+a;41)/2 pour
j de la parité de v auquel on ajoute, si v est pair, deux copies de (a+b—14ay)/2
et si v est impair une copie de a +b — 1. On note O’ cette orbite.

Lemme. L’orbite O’ contient dans sa fermeture orbite O, dont les blocs de
Jordan sont les a; pour j € [1,v] auzquels on ajoute deux copies de a.

Le plus grand bloc de Jordan de O’ est soit a+b—1 soit (a+b—1+a1)/2;
dans les deux cas ce bloc est supérieur (d’ailleurs strictement) a sup(a,a;). Le
plus petit bloc de Jordan de O’ vaut (a — b+ 1+ a,)/2; ceci est inférieur a a,
car a —b+1 < a,. Comme a, < a+b—1 ceci est aussi inférieur & a. On a
donc montré que le plus grand bloc de O’ est supérieur au plus grand bloc de O
et la méme assertion pour la somme des v+ 1 plus grands blocs de chacune de ses
orbites. Il faut ensuite faire la méme comparaison pour tout t € [2,v]; supposons
t de la parité de v. Il faut calculer le signe de

a+b—1+ Zai — Z a; — sup(a;_1,a) — sup(ay, a)
i<t i<t—1
=a+b—14 a1 —sup(a,a;_1) —sup(a,a;) >0

par un calcul déja fait. Si ¢ est de la parité opposée a v, il faut calculer le signe
de

a+b—1+ Z a; + (a1 +a)/2 — Z a; — sup(a;_1,a) — sup(ay, a)

i<t—1 1<t—1

=((a+b—14a;_1)/2—sup(a,a;—1) + ((a+b—1+a;)/2 —sup(a,a;)) >0

par un calcul déja fait. Cela termine la preuve.

On a encore un lemme analogue pour 5.4. On reprend les hypotheses de
cette référence. On note O’ 'orbite dont les blocs de Jordan sont deux copies de
(ap — (b—a—1))/2, deux copies des (a; + a;4+1)/2 pour j € [1,v] de la parité de
v et si v est pair, deux copies de (a+b—14ay)/2 tandis que si v est impair une
copie de a+b— 1. On note O l'orbite dont les blocs de Jordan sont deux copies
de a et chaque a; pour j € [1,]

Lemme.  L’orbite O contient dans sa fermeture l’orbite O.

On compare d’abord le plus grand bloc de Jordan de chacune de ces orbites;
si v est pair, (a+b—14a;)/2 > a; puisque a+b—1 > a;. Deplus a; > b—a—1,
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dou (a+b—14+a)/2>b—12> a car b—a > 0 par hypothese. Si v est
impair, on a clairement a + b — 1 > sup(a,a;). L’orbite O a v + 2 blocs de
Jordan et O aussi sauf si a; = b—a — 1 ou elle en a un de moins. Le v + 2-
ieme bloc de Jordan de O est inf(a,a;); celui de O est (a3 — (b—a —1))/2. Or
(e —(b—a—-1))/2<(a+b—1—(b—a—1))/2 =a et est aussi inférieur a ay;
donc la somme des v + 1 plus grands blocs de Jordan de O’ est plus grande que
son analogue pour O. Soit j €]1,v], il faut comparer la somme des j plus grands
blocs de Jordan pour O a la somme analogue pour O. On suppose d’abord que
j est de la parité de v; on doit calculer le signe de

a+b—1+ Zak - Z ay —sup(a, a;_1) — sup(a, a;)

k<j k<j—1
=a+b—1+a;_1 —sup(a,a;_1) —sup(a,a;)
=((a+b—-1+a;_1)/2—sup(a,a;_1)) — ((a+b—1+a;_1)/2 —sup(a,q;))

et chaque parenthese est positive par I'argument déja donné pour la premiere et le
meéme en tenant compte de a;_; > a; pour la deuxiéme. On suppose maintenant
que j est de la parité opposé a v, on doit alors calculer le signe de:

a+b—1+ Z ap + (aj_1 +a;j)/2 — Z ay —sup(a, a;_1) — sup(a, a;)

k<j—1 k<j—1
=((a+b—14a;_1)/2 —sup(a,a;_1)) — ((a+b—1+a;)/2 —sup(a, a;))

est encore positif. Et cela termine la preuve.

6. Comparaison des paramétrisations de Langlands

6.1. Définition des orbites unipotentes a la Langlands. Soit 7 une repré-
sentation irréductible et on considere sa paramétrisation de Langlands. D’abord
d’un point de vue théorique, a m on associe entre autre un morphisme ¢, de
Wg x SL(2,C) dans le L-groupe de G' que I'on voit comme une représentation de
Wg x SL(2,C) dans GL(mf,C) comme expliqué dans l'introduction. L’orbite
de Langlands associée a 7 est celle qui est définie par la restriction de cette
représentation a SL(2,C).

On va récrire cela en termes combinatoires de fagon a pouvoir, si ce n’est
la calculer, du moins ’approximer.

La paramétrisation combinatoire de Langlands associe a 7 un sous-groupe
parabolique (standard) et une représentation tempérée de ce sous-groupe parabo-
lique tordue négativement, telle que 7 soit un sous-module de I'induite. Etant
donnée la forme tres particuliere des sous-groupes paraboliques des groupes con-
sidérés, les données combinatoires associées a la paramétrisation de Langlands de
m sont: une représentation tempérée irréductible d’un groupe de méme type que
G mais de rang plus petit, notée e, et une collection de représentations de
Steinberg généralisées St(p’,a’) tordues par un caractere de la forme |- |~ avec
2’ € Ry tels que

S (><<p,f,al,m/>€,,-<w>5t<p', ). H’) X Tromp(%)
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ou L(7) est totalement ordonné de sorte que les 2’ arrivent de fagon décroissante
au sens large; ici les p’ sont des représentations cuspidales unitaires, les @’ sont des
entiers. Une telle écriture n’est peut étre pas telle quelle dans la littérature, voila
donc comment on la démontre: on fixe une telle inclusion avec aucune hypothese
sur les 2’ sauf que le premier est positif ce qui est évidemment possible si 7 n’est
pas égal & Tyepmp; en utilisant simplement les propriétés des induites dans GL(n) on
s’arrange pour que les x’ arrivent dans I'ordre décroissant: pour cela on rappelle
que si [d, f], [d, f'] sont des segments décroissants tel que le milieu de [d, f] est
supérieur au milieu de [d', f'], les sous-quotients de I'induite [d, f], x [d', f'], sont
le sous-module irréductible de I'induite écrite dans I’autre sens et, si les segments
sont liés, le sous-module irréductible de I'induite

[, £ < d', flp = [d's f1p > [d, '],

Dans ce dernier cas, on remarque que les segments [d', f] et [d, f/| ne sont plus
liés et que leurs milieus sont strictement inférieurs au milieu de [d, f] (le segment
[d, f'] n’intervient pas si d = f — 1); pour la suite il est utile de remarquer que
si le milieu de [d, f] est négatif, cela est aussi vrai pour [d', f] et [d, f]. Dans les
2 cas, on a donc amélioré la situation en gardant le fait que le milieu du premier
segment n’a pas augmenté et que la somme des milieux n’a pas augmenté. On
obtient donc I’assertion de décroissance de proche en proche.

On montre que tous les x’ peuvent étre pris positifs: puisque 'on a déja
ordonné de fagon décroissante, on considere 7 1= X(y o 2),0r<05t(p’, a')|- ]_””/ X Temp
et I'inclusion (*) se factorise par un sous-quotient irréductible de 7, c’est-a-dire
qu’il existe un sous-quotient irréductible 7" de 7 et une inclusion:

T (X(p,’,a’,m’)eﬁ(ﬂ);;v’>05t(10/7 CL/)| : |x’> X T/‘

On applique a 7’ 'assertion (on est nécessairement dans un groupe de rang plus
petit) et on réordonne comme ci-dessus; on garde la positivité des exposants et on
obtient I'ordre décroissant. D’ou l'existence d’un inclusion (*) avec les propriétés
voulues; I'unicité est alors claire car cette inclusion est une inclusion de Langlands
moyennant le fait qu’il faut regrouper entre elles les représentations de Steinberg
avec la méme torsion.

Les données sont donc uniques a l'ordre pres, les modifications de 'ordre
viennent des irréductibilités des induites pour le groupe linéaire convenable de la
forme St(p',a’)|-|=* x St(p”,a")|-|~*" pour 2’ = . On associe & e,y SON paquet
tempéré, Yiem,; c’est-a-dire que iemp est un morphisme comme ceux considérés
ici pour un groupe de méme type que G, trivial sur la 2e copie de SL(2,C) et tel
que 7Ttemp € H(,lvbtemp) .

Fixons p une représentation cuspidale unitaire; on définit 1’orbite unipo-
tente O, . comme une orbite d’'un groupe linéaire convenable ayant comme en-
semble de blocs de Jordan deux copies de chaque U( '—p a’ avec la mul-
tiplicité éventuelle dans £(), auxquels on ajoute J
en tenant compte des multiplicités éventuelles.

p'sal @ )EL(T);p

o a 1) Jord(tremp)ipep’ O 1a aussi

Soient ¢ un morphisme et p comme ci-dessus. On note O, , l'orbite
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unipotente du GL convenable dont les blocs de Jordan sont exactement

U (a,--- ,a).

(p,a,b)E]Ord(t[J) b

Remarque.  Soit ) un morphisme et on suppose que m € 11(¢r). Soit p une
représentation cuspidale unitaire; alors O, = Oy ,.

On a décrit les parametres de Langlands des éléments de I1(¢) dans 1. La
remarque s’en déduit immédiatement.

6.2. Orbites de Langlands et induction.

On fixe une représentation irréductible m de G et une représentation induite
de G de la forme (xiezSt(pi,ai)| . |*:’”) X Tiemp OU I est un ensemble d’indices
totalement ordonné et pour tout ¢+ € Z, p; est une représentation cuspidale
unitaire, a; est un entier et x; un réel positif ou nul et ou 7’ est une représentation
irréductible. On suppose que

T — xiGISt(pi,am . |_zi x 7. (1)

Lemme. Awvec les notations et hypothéses précédentes, pour toute représenta-
tion cuspidale p unitaire irréductible d’un groupe linéaire, 'orbite unipotente Oy ,
contient dans sa fermeture [’orbite unipotente du groupe linéaire convenable dont
les blocs de Jordan sont précisément l'union des blocs de Jordan de Oy , avec

{(ai,a;),i € T; p; =~ p}.

On remarque que pour prouver le lemme, on peut tout a fait supposer que
7' est tempérée; si ceci n’est pas vrai on remplace 7' par l'induite qui donne sa
paramétrisation de Langlands. On suppose donc que 7’ est tempérée.

On fixe p comme dans I’énoncé et on note O;,,4,, I'orbite unipotente dont les
blocs de Jordan sont 'union de ceux de O, , avec les (a;, a;) pour tout i € 7 tel
que p; ~ p. On a O, = Oipa, si pour tout 4,7 € I tel que i < j et p; ~ p; ~ p,
x; > ;. Si ces inégalités ne sont pas vérifiées, il faut échanger des facteurs,
éventuellement en les modifiant pour passer de I'inclusion donnée en une inclusion
comme sous-module de Langlands: ceci se fait par étapes élémentaires; on doit
modifier la situation de deux facteurs consécutifs St(p, a;)|-| =% x St(p, a;1)|-| "+
si x; < x;41. Deux cas sont alors possibles, soit on peut simplement échanger les
deux facteurs de l'induite en gardant I'inclusion de 7 dans cette nouvelle induite
soit il faut remplacer St(p,a;)| - |~% x St(p,a;41)| - |7*+* par son sous-module
irréductible. Et le premier cas se produit sauf éventuellement si les segments
[(CLZ' — 1)/2 — Ty, —(CLZ' — ].)/2 — ZEz] et [(CLZ'+1 — 1)/2 — TLi+1, —(ai+1 — 1)/2 — ZL’i_;,_l] sont
liés au sens de Zelevinski.

Explicitons ce cas: le premier segment est un segment de centre —zx; et le
deuxieme est de centre —x;,1; hypothese x;,; > x;, entraine que les segments
sont liés si

(a,—l)/?—xz > ((li+1—1)/2—$i+1 > _(az_l)/2_$z_1 > —(CLZ‘+1—1)/2—.Z‘1'+1—1.
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Le sous-module irréductible est I'induite irréductible St(p, a)|-|=* x St(p, B)|-|~*"
avec

(a—1)/2—a"=(a; = 1)/2—a;;,—(a—1)/2 —2' = —(aiy1 — 1)/2 — i1,

(B-1/2=2"= (a1 = 1)/2 = ir;—(B—1)/2 — 2" = —(a; — 1)/2 — z;,
et =0 si (a1 —1)/2 — x40 = —(a; — 1)/2 — x; — 1. Dans tous les cas
a > sup(a;,a;+1) et 0+ a=a; +a;41. De plus 2/ et 2 sont des réels; montrons
qu’ils sont strictement compris entre x; et x;.1; on peut le voir en interprétant
—x2’ et —z2” comme des milieux de segments et on voit alors tout de suite que
x; < a',x" < x;p1. Par le calcul, on obtient:

—2" = (a; = 1)/2 — 2; — (@iy1 — 1)/2 — 2414

= —2x; + (CLZ‘ — 1)/2 +x; — ((li+1 — 1)/2 — Ty < —2x;,

car —(ajp1 —1)/2 — 241 < —(a; — 1)/2 — x;, (cf. ci-dessus). De méme
—ZLU// = (CLZ‘+1 — 1)/2 — Xjyr1 — (ai — 1)/2 — T

On remarque que —2(z' + ") = —=2(z; + x;41), d’ol, ce qui nous servira plus loin:
o+ 2" =z + xiq et sup(a, ") < xipg, (1)

puisque 1'on a montré que z; < sup(z’,x”).

Finalement on obtient une inclusion de 7 dans une induite qui est meilleure
au sens que ’on se rapproche d’une inclusion de Langlands: pour cela il faut donner
un nombre sur lequel faire une récurrence. On fait en fait une double récurrence,
d’abord sur |Z| puis sur

inv(ind) = ({(i,7);7 < j,pi =~ pj,x; < xj, et les segments associés a
St(pi,ai)| - |7™ et St(pj,a;)| |~ sont liés }|.

L’initialisation de la récurrence est évidente. Il est aussi clair que si 7
est un sous-module de 'analogue de l'induite (1) mais ot on a échangé deux
facteurs consécutifs comme ci-dessus avec z; < x; 1, on a amélioré la récurrence.
On suppose donc que 7 est un sous-module de I'analogue de l'induite (1) mais
ol on a remplacé deux facteurs consécutifs associés a des segments liés par leur
sous-module irréductible comme décrit ci-dessus; on reprend les notations déja
introduites et on montre que 1’on améliore aussi la récurrence. On a a considérer
uniquement le cas ou § # 0 dans les notations ci-dessus. Supposons cela; on
transforme les notations déja introduites pour mieux voir les liaisons de segment.
Pour tout j € 7, on note [d;, f;] le segment associé a la représentation

St(pj,a;)| - |~* pour tout j € T,
c’est-a-dire, d; = (aj —1)/2 —z; et f; = —(a; — 1)/2 — ;. Avec ces notations
pour j =i ou ¢+ 1, puisque 3 # 0, d; > dix1 > fi > fir1. Et les segments
associés aux nouvelles représentations sont [d;, fiy1] et [diy1, fi]. On fait un dessin
en considérant que la décroissance se fait de gauche a droite. On a

di fz dz fi+1
di+1 fi+1 di+1 fz
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En particulier le couple (7,7 + 1) qui contribuait a inv(ind) n’y contribue plus.
Soit j € T et supposons d’abord que j < ¢. Si d; < d;4q1, 1l n'y a pas de liaisons
telles qu’on les cherche avec les nouveaux segments. Si d; € [d;,d;41], on a une
liaison seulement si f; € [d;11+1, f;[ et uniquement avec le segment [d; 11, fi]; dans
ce cas, on a aussi une liaison avec le segment [d;;1, fi11]. On suppose maintenant
que dj < d;;si f; < fj1, il n'y a aucune liaison. Si f; € [f;, fix1] on a une liaison
avec le segment [d;, fi+1] et une avec le segment [d;11, fis1]. Si f; € [dig1 + 1, fi]
on a une liaison avec les quatre segments écrits et si f; € [d; + 1,d;41 + 1], on a
une liaison avec les segments [d;, fi+1] et [d;, f;]. En d’autres termes on n’a pas
augmenté la contribution de [d;, f;] & inv(ind).

Il faut aussi regarder le cas ou j > i + 1 qui est analogue. Ainsi on a
amélioré la récurrence.

Il reste a suivre les orbites unipotentes associées a la représentation induite.
Dans le cas d’échange de deux facteurs consécutifs, on ne change pas 1'orbite
unipotente associée a l'induite. Dans 'autre cas, on remplace (a;, a;, a;v1,0;41)
par (a,a,f3,3). La nouvelle orbite contient la premiere dans sa fermeture car
a > sup(a;, a;11) et o+ 8 = a; + a;41. L'hypothese de récurrence donne alors le
lemme.

6.3. Comparaison des orbites de Langlands a l’intérieur d’un paquet
d’Arthur.

Théoréme.  On fize un morphisme ¥ et m € I(¢), une représentation irré-
ductible dans le paquet associé a 1. Soit p une représentation cuspidale unitaire;
Uorbite Oy, , est une orbite du méme groupe linéaire que lorbite O, , (c’est-a-dire
Dot i ypp @V ). Bl Uorbite Oy, est incluse dans la fermeture de Uorbite Oy ,.

On démontre le théoréme par récurrence sur £(¢) := -, pic joraqe) (b — 1)
Si £(y0) = 0, 1 n’est pas nécessairement tempérée a cause de (p',a’, V') € Jord(v)
avec p % p' mais les constructions des représentations ramenent aisément au cas
tempéré ou il n’y a rien a démontrer.

On suppose donc que £(¢)) > 0. On traite d’abord le cas ou il existe
(p,a,b) € Jord(y)) avec a > b > 1. On fixe un tel triplet en supposant (a — b)/2
maximum avec ces propriétés. On utilise 5.3 pour écrire m < 0 x " avec § et 7"
précisés en loc.cite. Le lemme de 6.2 montre que O, , contient dans sa fermeture
I'orbite associée en loc. cite a § x 7. L’hypothese de récurrence assure que ’orbite
associée a p et 6 x 7" contient dans sa fermeture 'orbite associée a p et § x 9"
(pour étre plus correct, disons l'orbite associée a & x n”" avec ©” € TI(¢})). Le
fait que cette derniere orbite contient dans sa fermeture Oy, , a été vérifié dans les
deux premiers lemmes de 5.5.

On considere maintenant le cas ou pour tout (p,a,b) € Jord(y) si a > b
alors b = 1. Comme £(3)) > 0, il existe (p,a,b) avec a < b, ce qui force b > 1.
On fixe un tel élément avec encore (@ — b)/2 maximum avec cette propriété de
négativité. On raisonne comme ci-dessus, en utilisant 5.4 au lieu de 5.3 et le
dernier lemme de 5.5. Cela termine la preuve.

Remarque. Le méme résultat est vrai en remplacant Tiem, par une représen-
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tation irréductible ©"

wrréductible mais non nécessairement tempérée.

En effet on commence par plonger 7" dans un induite dont les exposants
sont dans la chambre de Weyl négative (sous-module de Langlands) et on applique
le lemme démontré en augmentant 7.

6.4. Paquets d’Arthur contenant une représentation non ramifiée. 1l
est tout a fait possible que la proposition ci-dessous ait en fait une preuve plus
simple que celle donnée ici.

Proposition.  Soit 1 un morphisme alors 11(v¢) contient une représentation
non ramifiée si et seulement si la restriction de ¢ a Wy est non ramifiée et la
restriction de 1 a la premiére copie de SL(2,C) est triviale. La représentation
non ramifiée dans 11(¢) est alors unique.

On fixe ¢ et m € TI(¢)) et on suppose que 7 est non ramifiée. L’orbite de
Langlands associée a 7 est 'orbite triviale; il résulte donc de 6.3 que la restriciton
de v a la premiere copie de SL(2,C) est triviale. Le support cuspidal de 7 est le
support cuspidal étendu de 7 puisque 7w est non ramifiée (cf. la définition de 4.1)
et il se calcule a I’'aide de v; cela force le fait que la restriction de ¢ a Wy doit
étre non ramifié. La fin de la proposition a alors été prouvée en 4.4.

7. Exposants

7.1. Définitions des exposants. Dans ce paragraphe on donne une majoration
des exposants de toutes les représentations dans un paquet II()). Supposons
d’abord que 7 € II(¢1); on garde la notation d, = 1/2 si b est un entier pair
et 1 si b > 1 est impair; on a évidemment 6, = (b —1)/2 — [b/2] + 1. Les
exposants de 7 sont la collection des demi-entiers U( pasb)EJord(w)b>1 Uce[(bq) /2,8,] C-
On note Fxp(1)) 'ensemble de ces demi-entiers strictement positifs, ensemble avec
multiplicité.

Soit 7 une représentation irréductible de G; on note Exp(m) un ensemble de
demi-entier strictement positifs, avec multiplicité, ordonné par I'ordre décroissant
tel que pour tout = € Exp(r), il existe une représentation de Steinberg St(p,, d,)
et il existe une représentation tempérée e, tel que 'on ait une inclusion

T — (XzeEwp(w)St(pz,dg;)| . |_I> X Temp- (1)

En particulier Exp(m) est bien uniquement déterminé.

On veut définir Exp(m) < Exp(y); cela se fait comme pour les orbites
unipotentes, on dit que Exp(r) < Exp(1)) si pour tout nombre entier ¢, la somme
des t plus grands éléments de Exp(m) (on ajoute des 0 si nécessaire) est supérieur
ou égal a la somme des t plus grands éléments de Fxp(vy) (la aussi, on ajoute des
0 si nécessaire).

On peut aussi fixer p comme on l'a fait dans tout ce qui précede et ne
regarder que les exposants tels que le p, ci-dessus soit p, on note alors Exp,(r)
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et Exp,(v). Il est clair que Exp,(v) = Exp, . si m € II(¢1,), c’est-a-dire est dans
le paquet de Langlands a 'intérieur du paquet d’Arthur.

7.2. Comparaison des exposants a ’intérieur d’un paquet d’Arthur.

Proposition.  Soit ¥ un morphisme et soit m € I(v). Alors Exp(m) < Exp(v)
et plus précisément pour tout p comme ci-dessus, Exp,(m) < Exp,(1).

On fait comme dans 6.3 une récurrence sur () :==>_, e soraqp) (b — 1)
Si ¢(¢) = 0, le morphisme est tempéré et Exp,(m) = 0 = Euxp,(¢), d’ou
a fortiori la proposition. La démonstration suit les mémes lignes que celle de
6.3 et il faut donc reprendre du point de vue des exposants plusieurs lemmes.
D’abord il faut 'analogue du lemme 6.2: soit (p,a;,z;) une collection indexée
par ’ensemble 7 de triplets, ou p est fixé, a; est un entier positif et z; un réel
strictement positif; on fixe aussi une représentation irréductible 7”. On suppose
que T — X;ezSt(p,a;)| - |77 x 7. Alors Exp,(m) < (Exp,(7")U;er %i); en
effet, quitte a remplacer 7" par l'inclusion de Langlands dans une induite ayant
ses exposants dans la chambre de Weyl négative, on peut supposer que 7" est
tempérée. L’assertion se démontre pas a pas en transformant l'inclusion de 7
donnée dans I'énoncé en une inclusion de Langlands comme cela a été expliquée
en 6.2 et assertion cherchée est le (1) de loc. cite.

Il faut aussi 'analogue des lemmes de 5.5; le point est dans tous les cas
de vérifier que (b — 1)/2 est supérieur ou égal aux exposants intervenant dans les
induites. Pour les deux premiers lemmes, les induites sont de I'une des formes
suivantes:

Xjenw/e((az; —1)/2, —(azj—1 — 1)/2);
X e, (-1)/2) {(azjr1 — 1) /2, —(ag; — 1)/2), x ((a1 — 1)/2, —(a + ) /1 + 1),;

((a=0)/2,—(av = 1)/2), Xjen o=t (@501 = 1)/2, =(a; = 1)/2),,

auquel on ajoute encore le facteur ((a; —1)/2,—(a+b)/2+1), si v est pair.
Il suffit de démontrer que la somme des exposants est inférieure ou égale a (b—1)/2;
or pour trouver la somme des exposants, il faut prendre l'opposé de la demi-
somme des extréemités. Par exemple pour la derniere induite écrite, on trouve
1/23 ic vy (@2j—1 — az;)/2 plus, si v est pair 1/2((a +0)/2 — 1 — (a1 — 1)/2.
On utilise le fait que les a; sont rangés dans 'ordre décroissant et que de plus
a1 <a+b—1eta,>a—b+1. Doncsi v est impair la somme des exposants est
certainement inférieure a

1/2((ag —1)/2 = (a—1)/2) < 1/2((a+b)/2 —1—(a—1)/2) =1/2(b—1).
Si v est pair, on obtient directement 'inégalité avec 1/2((a+0b)/2—1—(a—0)/2) =
1/2(b — 1). Pour les premieres induites le calcul est évidemment analogue.

Pour le dernier lemme de 5.5, I'induite a considérer est de la forme

((a=10)/2,—(ay — 1)/2), X Xjenupi=o{(aj41 — 1)/2,—(a; — 1)/2),

auquel on ajoute encore le facteur < (ay —1)/2,—(a+b)/2+ 1 > si v est pair.
Les a; sont encore rangés dans l'ordre décroissant mais ici (a — b)/2 < 0 et on a
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a, >b—a—1et ag <a+b—1. Que v soit pair ou impair, on obtient que la
somme des exposants est inférieure ou égale a

1/2((a +0)/2 —1— (a—b)/2) = 1/2(b — 1).

La démonstration est alors celle de 6.3.

[14]
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