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Abstract. Let V be a simple complex Jordan algebra of rank three, and
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1. Introduction.

Si la description de l'algebre des invariants C[pV]¥ (ott V est une représentation
de dimension finie d’'un groupe algébrique () est bien connue pour un certain
nombre de groupes linéaires classiques (SL,,, SOy, ...), les résultats sont plus rares
dans le cas des représentations de dimension minimale des groupes exceptionnels
(voir cependant [Sch88|, [Pop95] et sa bibliographie ainsi que les travaux de A.V.
Iltyakov cités dans notre bibliographie).

L’on se propose dans ce travail de donner une description unifiée des généra-
teurs de C[pV]“ (p < 3), dans le cas ou V est une algebre de Jordan complexe
simple de rang trois et G le sous-groupe de GL(V) laissant invariant le déterminant
det de I'algebre V', situation qui comporte en particulier le cas du groupe excep-
tionnel G = Fg agissant sur I'algebre d’Albert.

Apres des préliminaires consacrés aux algebres de Jordan, nous donnons aux
paragraphes 3 et 4 des générateurs des algebres C[2V]¢ et C[3V]“ en utilisant es-
sentiellement une méthode géométrique initiée par T. Vust [Vus76]. L’algebre
des invariants C[pV]|® est, pour p = 2 une algebre de polynomes & quatre
indéterminées; pour p = 3 et sauf dans le cas V' = Sym(3, C), c’est une algebre de
polynomes a onze indéterminées. Ces résultats ne sont pas nouveaux et se trou-
vent dans la littérature consacrée au sujet (voir [Gor82], [Cia86] et les tables de
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[Sch78], de [Ada.-Gol83] et de [Shm01]), mais nous pensons que notre description
unifiée présente un certain intérét. Bien entendu, la détermination de C[3V]¢ nous
redonne celle de C[2V]“ (ainsi que celle de C[V]%).

Dans le cas de l'algebre de Jordan V = Mat(3,C), le groupe G n’est pas
connexe; nous donnons, au paragraphe 5, une famille génératrice de C[3V] G ainsi
que sa série de Poincaré.

Nous terminons, au paragraphe 6, par quelques remarques concernant les
algebres C[pV]“ pour p supérieur i trois.

En appendice, nous avons rappelé quelques faits concernant la classification
des quatre algebres de Jordan complexes simples de rang trois.

A certains endroits de ce travail, nous faisons usage du logiciel LIE développé
par Marc A.A. van Leeuwen, Arjeh M. Cohen et Bert Lisser, nous le désignerons
simplement par LIE dans la suite.

Je remercie F. Chargois et O. Hijazi pour leurs critiques et encouragements.

2. Préliminaires sur les algebres de Jordan.

Nous renvoyons a [Bra.-Koe66|, [Far.-Kor94| et [Spr73] pour les définitions et les
principaux faits concernant les algebres de Jordan; nos références pour les algebres
de composition sont [Roo92| et [Spr.-Vel00]. Soit V' une des quatre algebres de
Jordan complexes simples de rang 3: nous donnons dans I’appendice une descrip-
tion unifiée de ces quatre algebres Vg, Vi, V5, V3 comme l'espace 93(A) des matrices
(3,3) hermitiennes a coefficients dans 1'une des quatre algebres de composition (ou
algebre de Hurwitz) complexe (A, ¢) que I'on munit de la multiplication de Jordan
reoy = 1/2(xy + yx), d’élément unité e = Id;z. La forme bilinéaire définie par
(x,y) = tr z @y est non dégénérée et associative:

(xoz,y) = (x,yez).

On note par det le déterminant de V', c¢’est un polynome irréductible et
homogene de degré 3, sa polarisation nous donne une forme trilinéaire f sur V
telle que f(z,z,x) = 6 det x. On désigne par G le sous-groupe de GL(V') laissant
invariant le déterminant; c’est un sous-groupe du groupe de structure de V' (voir
[Spr73], Proposition 12.3, page 123) qui contient le groupe K des automorphismes
de l'algebre V.

Un élément x de V est inversible si det x # 0, et dans ce cas I'inverse x~
s’écrit sous la forme

1

)
detz
ol n est une application quadratique de V' dans V. Cette application est G-
équivariante:
n(g.x) = (¢~')'n(z)

ou ¢" désigne I'adjoint de g par rapport a la forme bilinéaire (,) (voir [Far.-Kor94]
page 148). Par ailleurs, si nous désignons par x l’application bilinéaire symétrique
associée a I'application quadratique n: = Xy = n(x+y) —n(x) —n(y), nous avons
la relation (voir [Spr73], chapitre 4, formule (5), page 56):

f(z,y,2) =(x xy,2).
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L’opération naturelle du groupe G sur V donne lieu a une action de G sur
I'algebre C[pV] des polynémes sur pV =V @& --- @ V', et l'objectif de ce travail
est de déterminer, dans le cas p < 3 , lalgebre des invariants C[pV]%. On sait
(comme cela résulte de la décomposition de C[V'] en G-modules irréductibles, voir
[Far.-Kor94]) que C[V]¢ = C[detz], I'algébre & une indéterminée engendrée par
le polynome det x, et a partir de la forme trilinéaire f et de 'application x,
nous pouvons facilement construire des invariants du groupe G: par exemple le
polynéme f(n(x),n(y),n(z)) ainsi que tous ses polarisés sont des invariants. Ces
invariants ont également été considérés par A.V. Iltyakov dans [I1t96].

Fixons un systeme complet d’idempotents primitifs orthogonaux {es, s, €3}
de V', on a la décomposition de Peirce associée (voir pour tout ceci les références
citées plus haut):

V ==Ces ®Cey ® Cey @ Vig ® Vig ® Vas.
Si nous écrivons la décomposition d’'un élément = de V' sous la forme:
T = X1€1 + o€y + T3e3 + T12 + XT3 + To3

nous obtenons facilement les formules suivantes, utiles pour la suite:

1 1
H(I)1 = To¥3 — —<l‘23, $23>7 H($)2 = 1T3 — —<l‘1379€13>7
2 2

1
n(l’)?, = T1Tg — §<$12,$12>

et
1
detr = zy29w3 — 5(351(3323, Ta3) + T2(T13, T13) + T3(T12, T12))
+2(xz12 ® 13, T23).

Ecrivons I'élément = de V = $3(A) sous la forme matricielle:

S

Il
O3
o 3
o T

(ou p,q,r, sont dans A et ¢ — G est la conjugaison dans A); sa décomposition de
Peirce associée au systeme {eg, e, e3} formé par les trois matrices diagonales:

1 00 0 0O 0 00
er=10 0 0],eo=(0 1 0),e3=10 0 0
0 00 0 0O 0 0 1
s’écrit:
0 r O 0 07 0 0O
r=ae;+bes+ces+ |7 0 O)+10 0 O)+10 0 p
0 0 O qg 0 0 0 p O
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Dans une telle décomposition, on notera souvent les éléments x5, x13 et x93 par
()12, ()13 et (p)23. La formule du déterminant devient:

dete = abc — (a pp+ b q@ + ¢ 1) + 2Re((T.q)P)
(o Re w=1/2(u+ u) pour un élément u de A). Les autres formules sont:
n(z); = bc — pp, n(x)s =ac—qq, n(x)s=ab—rr.

Définissons le groupe M, comme le sous-groupe de K fixant les éléments
du systeme d’idempotents {ej, ez, e3}. Nous aurons besoin dans la suite de la
propriété suivante de transitivité du groupe M (nous ne sommes pas parvenus a
trouver une référence pour ce résultat, que nous pensons connu). Notre premiere
démonstration de cette proposition procédait cas par cas, nous remercions un
referee anonyme de nous avoir suggéré I’emploi des algebres de composition.

Proposition 2.1.  Soient (x1a,x13,%e3) et (2'12,2"13,293) deux éléments de
Vig X Vi x Vas satisfaisant les conditions:

<5(71j7$1j> = (x’lj,$/1j> 7’£ 0, 1=2,3,
(9023, 9023> = (93/237 90/23%
(3?12 ® 713, 3723) = <33/12 L4 33/13, $’23>,

alors il existe un élément de M transformant x;; en z';;.

Proof. Nous laissons le cas V' = Vj (ou A = C) au lecteur, et traitons le
cas V = Vj pour illustrer I'idée générale de la preuve. Nous pouvons prendre
A =C®C avec q(z,y) = zy pour forme quadratique. Si A est un complexe non
nul, désignons par v, ’endomorphisme de A défini par:

n(ey) = (e, 5).
En utilisant la proposition A.1, I'on voit que (yx, V., 7a.) appartient au groupe
M ; par un choix convenable de A et p on peut donc se ramener au cas ou les
deux triplets (z12,213,%923) et (x5, 25, xhs) sont de la forme ((a)i2, (b)13, (p)23)
et ((a)ia, (b)13, (p')23) (avec a et b deux complexes non nuls). Pour terminer
il faut trouver un élément (fi, fo, f3) de M transformant ((a)ia,(b)13, (p)23) en
((a)12, (b)13, (p')23): utilisant la relation

f3(0:9) = fi(p)-fa(q)

on voit que pour un tel élément, il est nécessaire et suffisant que: f1 = fo = fs3=f
ou f est dans le groupe d’automorphisme de 'algebre de composition A et avec

f(p) =p'. Posons p = (p1,pa) et p' = (p1,ph), la relation

((a)i2 @ (D)13, (p)23) = ((a)12 ® (b)13, (p')23)

donne alors p; + py = p| + py, et comme pyps = pip,, quitte & prendre pour f
I’automorphisme échangeant p; et py, nous avons terminé la démonstration.
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Nous allons généraliser ce raisonnement au cas ou la dimension de A est
supérieure ou égal a quatre. Soit S; = {a € A/q(a) = 1} la quadrique unité
dans (A,q); en suivant [Ro092] désignons, pour a dans Si, par Y, da, 7o les
endomorphismes de A définis par:

Vo) = ax, 04(r) = —za, To(z) = —aza.

Il résulte de l'identité centrale de Moufang: (ax)(ya) = a(zry)a que le triplet
(0o, Yo, T) appartient au groupe M : il suffit en effet d’appliquer la proposition A.1.
On peut facilement trouver un tel triplet pour que (x9,x13,%23) soit transformé
en ((a)ia, x5, 0h;) (avec a € C*). Maintenant, si (04, Ve, 7a) est dans M, on
vérifie en utilisant 'identité de Moufang: (aza)y = a(z(ay)) (et la proposition
A1) que (Ta,da,7%a) € M. Pour a dans Sy NA" (ou A" = {z € A/T = —x}),
I'action de ces triplets sur ((a)9, )5, Ths) laissera fixe la composante (a);o (puisque

To(a) = —aaa = —aa® = a si a est un complexe). On va montrer que par
action successive de tels triplets, on peut transformer la composante 5 en ()13
(avec b € C*). Posons zi3; = ()13, la dimension de A étant supérieure ou

égale a quatre, il n’est pas difficile de trouver un «a dans S; N A’ de telle sorte
que d5(q) = ga soit dans A’ et ensuite un [(-toujours dans S; N A’- tel que
05(da(q)) soit dans C*. 1l faut ensuite chercher un élément (fi, fo, f3) dans
M transformant ((a)i2, (b)13, (p)23) en ((a)i2, (b)13, (p)23) et, & nouveau, un tel
élément est de la forme (f, f, f), ou f est dans le groupe d’automorphisme de
I’algebre de composition A et avec f(p) = p’. La relation

((a)12 @ (D)13, (p)23) = ((a)12 ® (D)13, (p')23)

donne Re(p) = Re(p’). Pour z dans A, posons Im(z) = (z — )/2, on a
q(Im(p)) = q(Im(p')); il s’agit de trouver un automorphisme f de l'algebre de
composition A tel que f(Im(p)) = Im(p’): nous sommes ramenés au résultat connu
de la transitivité du groupe Aut(A) sur les quadriques Sy = {x € A'/q(z) = k}
(k€ C) de A’. Brievement:

eSi g(Im(p)) # 0, les deux sous-espaces C @ C.Im(p) et C @ C.Im(p") sont
deux sous-algebres de composition de A isomorphes et le corollaire 1.7.3, page 17
de [Spr.-Vel00] permet de conclure.

e Si ¢(Im(r)) = 0, la proposition 1.6.4, page 16 de [Spr.-Vel00] nous
permet de construire deux sous-algebres quaternioniques D @ Dc et D @& D¢
de A contenant respectivement Im(p) et Im(p’); par la proposition 1.5.1, page 11
de [Spr.-Vel00], la bijection linéaire :d; + doc — di + do qui transforme Im(p)
en Im(p’) est un isomorphisme d’algebre qui par le corollaire 1.7.3, page 17 de
[Spr.-Vel00] se prolonge en un automorphisme de A. [

Remark 2.2.  On peut noter que 'application trilinéaire:
Vig X Viz x Va3 — C,

($127 $137$23) = <£U12 L I137$23>

définit une trialité au sens d’Adams (cf [Ada96] et [Bae02]); le groupe M s’identifie
alors au groupe des automorphismes de la trialité.
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Pour terminer ce paragraphe, rappelons un résultat qui nous sera utile pour
la suite:

Lemma 2.3. L’ application de G dans V' donnée par: g+ g.e a pour image
G.e ={x € V/ detx = 1}.

Proof.  Notons X l'ensemble {x € V/ detx = 1}, et soit x un élément de X .
On sait (proposition VIII 3.5, page 153 de [Far.-Kor94]) que le groupe de structure
de V opere d'une maniere transitive sur ’ensemble des éléments inversibles de
I’algebre V', par conséquent il existe un élément g de ce groupe tel que

g.e==x.

Mais (voir [Spr73], proposition 1.5, page 11) detg.e = a(g)dete = a(g), donc g est
dans G; ceci montre que G opeére d’une maniere transitive sur X, ce qui acheve
la démonstration. [

3. L’algebre C[2V]C.

Nous déterminons dans ce paragraphe I'algebre C[2V]%; pour le cas de I'algebre
des invariants de deux formes quadratiques ternaires (cas V = Vj), ce résultat
remonte a P. Gordan ([Gor82)); les cas V = V5 et V = V3 se trouvent dans les
tables de [Sch78] et de [Ada.-Gol83] (voir aussi [Sch07]). La démonstration que
nous donnons est une illustration de la méthode géométrique de T. Vust ([Vus76]),
elle se généralise aux algebres de Jordan sur C simples et de rang quelconque.

Theorem 3.1.  L’algébre C[2V]Y est une algébre de polynomes engendrée par
les polarisations de la fonction det:

flx,z,2), fy,y,y), flz,2y), fly,y )

avec (x,y) € 2V.

Proof.  L’idée de la démonstration remonte a T. Vust (cf [Vus.]). On identifie
2V & Hom(C?,V): I'élément (x,y) de 2V est vu comme I'application linéaire:
(a,b) — ax+by, et on considere application y de 2V dans I'espace Sym®(C?) des
polynémes homogenes de degré 3 sur C? qui au couple (x,y) associe le polynome
a deux variables a et b suivant:

3 3 a’b ab?
(a,b) — det(ax + by) = a’det x + b’dety + 7f(x,x,y) + Tf(y,y,x).

Comme le morphisme algébrique y est G-invariant, il se factorise suivant le
diagramme:
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ou lespace 2V//G est la variété algébrique affine irréductible associée a 'algebre
(integre, de type fini) C[2V]¢ et 'application 7 : 2V — 2V//G est le morphisme
canonique.

On va montrer que ¥ est surjective et birationnelle; il en résultera (voir par
exemple [Bri00], lemme 1 page 132) que c’est un isomorphisme algébrique puisque
Sym?*(C?) est une variété normale, et le théoreme 3.1 s’en suivra.

Montrons que Y, et par conséquent V¥, est surjective. On sait qu’un élément
P (non nul) de Sym?*(C?), peut s’écrire sous la forme:

P(a,b) = \b* V[ [(a — ad)

ol A est un scalaire non nul, et avec 0 < N < 3 (un produit vide étant égal a
1). En posant alors z = Y e; (on prend z =0 si N =0) et y = — S aze; +
ent1---+es, il vient .
et comme I'image de y est C* invariante nous obtenons la surjectivité annoncée.
Le morphisme algébrique ¥ étant surjectif, il est dominant; pour montrer
qu'il est birationnel il nous suffit (voir par exemple [Vin96], lemme 1 page 252)
d’exhiber un sous-ensemble V' dense de Sym?*(C?) tel que pour tout & de V la
fibre W~1(£) soit réduite & un point. Posons V = x(U), U étant le sous-ensemble
de 2V constitué des éléments dont la G-orbite contienne un couple de la forme
(Xe,y) avec A non nul et ou y possede trois valeurs propres distinctes; en utilisant
le lemme 2.3 et la densité dans V' des éléments possédant trois valeurs propres
distinctes, il n’est pas difficile de voir que U est dense dans 2V. Soit (xg,yp) un
élément de U, on va montrer que si (x,y) € 2V est tel que

(*) X(To,%0) = Xx(2,9)

alors (z,y) et (zo,yo) sont dans la méme G-orbite, ce qui entrainera bien que la
fibre U1 (x(xg,0)) est réduite & m(xg,y0). Tout d’abord, on peut supposer que
det o = 1 sans restreindre la généralité du probleme; en se déplagant ensuite
dans la G-orbite de (zq, o), on peut supposer que zo = e et que y, possede trois
valeurs propres distinctes. La relation () entraine que det x = 1, on peut donc
encore, en se déplagant cette fois ci dans la G-orbite de (x,y) (et quitte a changer
de notation) remplacer (z,y) par (e,y); la relation (%) nous donne en particulier
pour tout complexe a:

det (ae +yo) = det (ae +y)

et ceci implique que y possede les mémes valeurs propres distinctes \;,i = 1,2,3
que 7p. On sait alors (voir [Far.-Kor94|, proposition VIII.3.2, page 151) que les
éléments 1y et y peuvent s’écrire sous la forme:

Yo = A1€1 + Ao + A3cs, Y = A\ic) + Aadhy + Ascy

ou (c1,c,c3) et (¢, cy, ) sont deux reperes de Jordan de V', mais l'on sait (voir
[Bra.-Koe.63], proposition 9.6, page 273 ou [Far.-Kor94|, théoreme IV.2.5, page
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71, la démonstration donnée pour une algebre de Jordan réelle s’étendant au cas
complexe) que le groupe Aut(V') des automorphismes de V' opere transitivement
sur les reperes de Jordan. Il résulte de tout ceci que (x,y) et (zo,yo) sont bien
dans la méme G-orbite et ceci acheve la démonstration du théoréeme. [ |

Remark 3.2. 1. Dans le cas de V = Vi, on peut noter que les propriétés de
transitivité des groupes G et Aut(V') utilisées dans la démonstration sont déja
vérifiées par leur composante neutre et par conséquent C[2V4]¢" = C[2V4]. Nous
verrons par la suite que ce résultat ne se généralise pas pour (C[?)Vl]GO.

2. Notons également que pour le cas V = Vj, ce résultat nous permet
de trouver la dimension de Krull d(p) de C[pVy]¢ pour p > 2; en effet comme
d(2) =4, il résulte de la formule: d(2) = dim 2V —max dim(G.v) que la dimension
maximale d'une G-orbite G.v dans 2V est 8, ce qui est la dimension du groupe
G dans le cas V = V;, et par conséquent d(p) = 6p — 8. On peut aussi voir
directement dans ce cas que le stabilisateur d’un couple de points “généraux” de
Vo est fini (c’est le groupe M).

4. Le cas p = 3.

Le but de ce paragraphe est de montrer, en utilisant la méthode géométrique de
T. Vust, que les onze polynomes

f<x7a:7 x)? f(y7 y? y)? f(Z7 Z’ Z)?
fz,zy), flz.z,2), fy.y,2), f(y.y,2), f(z,22), f(z27y),
flz,y,2), flexz,yxy zXz2).

engendrent I'algebre C[3V]“; nous noterons désormais ces polynomes fi, fo, -+ , fi1;
on notera que les dix polynomes fi, fo, -, fio sont les polarisations de la fonction
det.

On commence par considérer I’analogue du diagramme du paragraphe 2:

3V
/ X
V//G- - -~ -~ > Sym?(C?)
nous obtenons:
Proposition 4.1.  Les dix polynomes f1, fa,- -+, fio sont algébriquement indépen-
dants.
Proof. On montre que ¥ est surjective, en prouvant que x l'est. Pour ce

faire, on remarque que Imy = ImW est invariante sous l'action naturelle du groupe
GL(3,C) sur I'espace Sym®(C?), et donc est une réunion d’orbites de ce groupe; on
sait (voir par exemple [Kra85], chapitre 1, paragraphe 7) que les GL(3,C) orbites
dans Sym?®(C?) sont les orbites de:

a®, a*b, ab(a+0b), abe, (a*—bc)b, a(a® — be),
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ble—a®, bPc—a® —a’e, @+ b+ S+ dabe
ol A est un complexe quelconque. Dans le cas V = Vjj = Sym(3,C), il n’est pas
difficile de vérifier que ces représentants appartiennent a Imy; le résultat pour les
autres cas en découle, au vu des inclusions Vo, C V3 C Vo C V3.

Par exemple pour le représentant a® + b + ¢+ \abc, on considere le triplet
(e,e1 + Cey + C%e3,2) de 3V avec ¢* =1, et on cherche & trouver z tel que

x(e, er + Cea + CPes, 2) = det(ae + b(ey + Ceq + CPe3) + cz) = a® + b* + & + Aabe.

On a:
det(ae + b(ey + Cey + CPe3) + c2) =
a® + b + Adetz + ca’trz + cb*tr((eg + (Peq + Ces)z) + ac’tr n(z)+
be*tr(n(z) (e + Cea + C%es)) + abe tr((ey 4 Cea + (Pes) x 2).
a r q
Posons z = [ r b p|;les conditions trz = tr((e; + (%es + Ce3)z) =0 et
g p ¢
tr((e;+Cea+C%e3) x 2) = A forment un systéme de Cramer en les inconnues a, b, c,
et donnent: \ ) \
= —— b = —— 2 = ——(.
a==5b=—5Cc=—3(

Les équations tr n(z) = tr(n(z)(e; + Cez + C%e3)) = 0 et detz = 1 elles, sont
équivalentes a:
P+ +ri=0,
P’ +¢q* + ¢*r? =0,
detz =1,
ou encore:
PP+ +rr=0,
P’ + (" + (*r? =0,
AP+ G2+ Cr?) + 2pgr = 1+ 3,

Il n’est pas difficile de voir que ce systeme a toujours des solutions: les deux

premieres équations permettent par exemple d’exprimer r? et ¢? en fonction de

p*:

2 292 2 02
rt =P ¢ =Cpn
la derniere condition devenant une équation du troisieme degré en I'inconnue p:

2 3 A°
Ap© £ 2p :1—1-?

qui a toujours des solutions. [ ]

Considérons maintenant lalgebre C[3V(]%: les résultats de Ciamberlini
(cf [Cia86]) sur les invariants de trois formes quadratiques ternaires (voir aussi
[ShmO1], table 3) entrainent qu’elle est engendrée par ses éléments de degré 3 et 6.
Par LIE, nous trouvons la décomposition en G-modules irréductibles de I'espace
Sym?®(3V;) (Vg est la représentation contragrédiente de (G,Vp)) des éléments
homogenes de degré 3 de C[3V;]: LIE note par sym_tensor(3,3X]0,2], A2) ce G



132 BLIND

module et en donne la décomposition suivante: 10X7[0,0] + 1X]0, 3] + 10X]0, 6] +
8X|[1,1] +8X](1,4] + 18X(2,2] + 1X[3,0].

Les éléments homogenes de degré 3 de C[3V;]¢ forment donc un sous-espace
vectoriel de dimension dix, par conséquent ce sous-espace est engendré par les
polynomes fi,--- fio. De méme, et toujours par LIE, les éléments homogenes de
degré 6 forment un sous-espace vectoriel de dimension 56 = 55 + 1; il en résulte
que Palgebre C[3V;]¢ est engendrée par C[f1, - - fig] et un élément de degré 6; or
on voit que le polynome f1; n’appartient pas a C[fi, -+ fio]: dans le cas contraire,
en utilisant 'invariance de fi; par permutation sur z,y, z, on aurait une relation
du type:

fi1 = A(fafo + [5f2 + fofs) + Bfty.

Prenons cette relation pour x = e; et y = ey, il vient n(z) = n(y) = 0 et donc
Bf(e1,es,2z) =0 pour tous les z, d'ou B =0, et par conséquent:

Jin = A(fafo + fsfr + fofs).

On prend a nouveau x = ey, et on obtient pour tous les y et z:

Af(y7 Y, €1>f<€1, 2, Z) =0

d’ou A = 0 ce qui est absurde, puisque 'invariant f;; n’est pas identiquement nul.
Nous avons donc:

Proposition 4.2.  Dans le cas V = Vy, lalgébre C[3Vp]Y est engendrée par les
onze polynomes fi, fa, -+, fi1-

Remark 4.3.  On sait (voir [Shm01]) que Palgébre C[3V;]¢ est d’intersection
complete; d’autre part, dans [Bli08] nous donnons la série de Poincaré de cette
algebre.

Remark 4.4. 1l est classique de voir 3Vy comme le GL(3,C) x G module
(C*)* ® V; il en résulte une action de GL(3,C) sur C[3Vp]¢ qui conserve le
degré. LIE note par [0,2,1,0,1] le G x GL(3,C) module Vy ® C* et nous donne
la décomposition de I'espace Sym®(3V;) des éléments homogenes de degré 6 de
C[3V4]¢ sous 'action de G x GL(3,C): on constate la présence (avec multiplicité
un) du GL(3,C) module Sym?(A3(C?)) (noté [0,0,6] par LIE); il n’est alors pas
difficile de vérifier que le polynome:

fio = fu = 2Uafo + Jofr + fofi) + 2 Fi

est un élément non nul de ce module. Le polynome f 11 est donc un invariant
relatif de GL(3,C). Bien entendu cet élément, considéré dans C[3V;], 0 <i <3
conserve cette propriété d’invariance.

Les résultats précédents nous conduisent a considérer, pour les autres V;,
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le diagramme commutatif suivant:

V//G- - -~~~ o~ Sym*(C?) @ Sym*(A?(C?))

ou l'application y est donnée par:
>~( = (Xa fll)'

Theorem 4.5. Dans les cas V = Vi, Vy et V3, les onze polynomes fi,--- fi1
sont algébriquement indépendants et ils engendrent ’algébre C[3V]% .

Proof. On commence par montrer que l'image du morphisme W contient
l'ouvert formé de la réunion des GL(3,C) orbites des éléments de la forme

(a® +b* + & + Aabe, ),
ce qui impliquera en particulier que ¥ est dominant. Parla GL(3,C) équivariance
de x, il nous suffit de prouver que les éléments de la forme

(a® + b3 + ¢ + Aabe, p)
appartiennent a l'image de W, et pour ce faire, on peut se placer dans le cas
ou V =V, = Mat(3,C) (puisque V4 C Vo C V3). On cherche, comme dans la
démonstration de la proposition 4.1, un triplet (e, e; + Ces + (%es, 2) (avec 3 = 1)
tel que

x(e,e1 + Cex + CPes, 2) = a® + b + ¢ + Aabe

avec la condition supplémentaire: fii(e,e; + Ces + (%e3,2) = p. En posant
z = (2;;), on trouve a nouveau: zy; = —%, 299 = —%@, 233 = —%C. Les conditions:

tr n(z) = tr(n(z)(e; + Cea + (e3)) = 0,

fia(eser+Cez + CPes, 2) =
sont équivalentes a un systeme de Cramer en les variables (z X 2)11, (2 X 2)22 €t
(z X 2)33 :

(zx 2)11+ (2 X 2)2+ (2 X 2)33 =0,
(2 x 2)11 + (2 X 2)92 + (%(2 X 2)33 = 0,

2

(z X 2)11 + (32 X 2)22 + ((2 X 2)33 = (B — p)+.

En utilisant les relations:

(ZXZ)H = 2(2’22233—2’232’32), (ZXZ)22 = 2(211233—213231), (ZXZ)?,S = 2(2’222’11—2212’12)

nous obtenons un systeme de Cramer en les variables 291219, 213231, 223232 qui
donne:

oM L o
R12%2921 = C §7 213231 = Cg, 293232 = <.

8
Compte tenu de ces valeurs, I’équation det z = 1 devient:
A\

212293731 + 221213232 = 1 + — — —

3 8
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mais:

(221213232)(212223231) = (g)g

par conséquent 215293231 vérifie une équation du second degré; de tout ceci résulte
'existence de z tel que (e, e; + Ces + (%e3, 2) = (a® + b + ¢ + Aabe, ).

Montrons maintenant que le morphisme ¥ est birationnel. Considérons un
élément (u,v,w) de 3V dont la G-orbite contienne un triplet de la forme (e, y, 2)
avec A non nul et ot y possede trois valeurs propres distinctes; on sait alors (voir la
démonstration du théoreme 3.1) qu’il y a dans la G-orbite de (u,v,w) des triplets
de la forme (Ae, >  N\e;, z), il n'est pas difficile de constater que, si deux tels
triplets (Xe, Y. Aie;, z) et (ue, > pie;, 2') sont dans la G-orbite de (u,v,w) avec
g(he, > Nei, z) = (pe, D pies, 2'), Pélément g est, a un facteur multiplicatif pres,
dans le groupe K et qu'il permute les éléments du repere de Jordan {eq,es, e3};
par conséquent, si z = zie; + 299 + 2363 + 212 + 213 + 203 est ’écriture de z dans
la décomposition de Peirce de V', les conditions (z;;, ;) 7# 0 sont indépendantes
du choix d’un tel triplet. Soit alors U le sous ensemble dense de 3V constitué par
les triplets (u,v,w) dont la G-orbite contienne un triplet de la forme (e, y, 2)
ol A est non nul, y posséde trois valeurs propres distinctes, et les conditions
(2ij,2ij) # 0; on va montrer que pour tout & dans x(U), la fibre U1(&) est
réduite & un point. Soient donc deux triplets (z,y, 2) et (2/,y/,2) de U avec:

X(@,y,2) = x(a',y', ).

On voit facilement que cette relation est équivalente aux deux équations:
det(az+by+cz) = det(ax’+by'+c2’) et f11(z,y,2) = fu1(2’,y,2'). Ense déplacant
dans lorbite de (z,y,2) et de (2/,y,Z'), on peut supposer que =z = 2’ = e
et y =y = > ye; (ou les 3 valeurs y; sont distinctes). Si nous explicitons
alors les deux équations en posant z = zie; + 229 + 2363 + 212 + 213 + 293 et
2 = zie1tzhestzhes+215+ 215+ 25, , nous sommes conduits a examiner des systemes
déja rencontrés plus haut: l'identité det(ae+b ) yie;+cz) = det(ae+b > ye;4-c2’)
nous donne, en identifiant les coefficients de a’c, abe et b?c, le systeme de Cramer
en les inconnues z, — z;:

(21 —21) + (25 — 22) + (23 — 23) = 0,
(Y2 +ys)(21 — 21) + (Y1 +y3) (25 — 22) + (1 + y2) (25 — 23) = 0,
Yays (21 — 21) + y1ys(zy — 22) + y1ya(zz — 23) = 0.

L’on obtient:
2z = 2.
De méme, en identifiant les coefficients de ac?, bc?, et en utilisant tr(n(y) xn(z)) =

tr(n(y) x n(2’)) (qui est égalité fi1(e,> wiei,2) = fuile, > yies, 2')), on trouve
un systeme de Cramer en les inconnues n(z’); — n(z); qui nous donne:

n(z); = n(z');

et donc (zi, zi5) = (2, 2i;)- 1l vient alors, en mettant ces résultats dans 1’égalité:
detz’ = detz:

(213 ® 293, 212) = <Zi3 b Z§3a Zi2>-
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Il ne nous reste plus qu’a appliquer la proposition 2.1 pour voir qu’il existe un
élément du groupe M qui transforme z en 2’; les deux triplets (x,y, ) et (2, 7/, 2’)
sont donc dans la méme G-orbite et par conséquent, le morphisme ¥ est bien
birationnel.

Il suffit, pour terminer la démonstration du théoreme, de montrer que ImW¥
rencontre toute hypersurface de 1'espace Sym®(C?) @ C (voir le lemme 1 page 132
de [Bri00]). Soit donc une hypersurface de Sym*(C?*) @ C d’équation H = 0;
on peut supposer que H contienne effectivement la coordonnée de la composante
C, car sinon le résultat est acquis par la démonstration de la proposition 3.1;
considérons alors le coefficient de H de plus haut degré en cette coordonnée: c’est
un polynome sur Sym3(C3) qui n’est pas identiquement nul sur 'ouvert formé par
la réunion des GL(3, C)-orbites d'un a3+ b®+c®+ Aabe, et par conséquent il existe
bien un élément de Im¥ dans I'hypersurface considérée. ]

Remark 4.6. La démonstration du théoreme 3.3 fait intervenir la propriété
de transitivité du groupe M qui, dans le cas V = Vi, n’est pas vérifiée par
sa composante neutre. Nous déterminerons, au prochain paragraphe, 1’algebre
C[314]¢°.

Remark 4.7. Notons également, pour terminer ce paragraphe, que dans le
diagramme suivant:

(ou n =dimV, x(xy,---x,) désigne le polynome det ) a;z; et x(nV') I'adhérence
de Zariski de I'image de y dans Sym?(C")), il est facile de constater que I’application
U est birationnelle. En d’autres termes, I'inclusion d’anneaux:

Clf(xi,xj,zp)/ 1 <id,5,k <n|— C[nV]G

induit un isomorphisme sur les corps des fractions.

5. L’algebre C[3V4]".

Dans tout ce paragraphe, V' désignera 'algebre de Jordan Mat(3,C); rappelons
que dans ce cas, le groupe G est engendré par sa composante neutre G° et la
transposition X — X la composante G° est le groupe des transformations
linéaires: (g1,92).X = ¢1Xg," ol g; et g, sont dans SL(3,C). Considérons
I'élément P de C[3V] suivant:

P(z,y,z) = tr(n(z)z n(y)z n(2)y).

Proposition 5.1.  Le polynéme P est G°-invariant mais non G -invariant.
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Proof. En effet, la propriété de G°-invariance résulte facilement des formules
du type: n((g1, g2)r) = gon(x)g;*. D’autre part, on constate que: n(*z) = 'n(z);
on en tire:

P(ey z) = tr(n(2)z 'n(y)'s "n(=)'y) = u'(y n(z)e n(y)z n(e)) =

tr(y n(z)z n(y)z n(z)) = tr(n(z)z n(y)z n(z)y) = P(z,y, ).
On va montrer que P(z,y,z) # P(z,y,z); pour ce faire, on prend =z = e,
Y = aje1 + azep avec ay # as et ajas # 0, et on pose z = (z;;) et n(z) = (2);;.
On trouve d’une part: P(e,aje; + ages, 2) = ajas(a1213231 + o203 732) et d’autre
part: P(z,a1e; + agses, €) = ajas(a; Z13231 + asZazz3a), comme:

231 = Z21232 — 222731, 213 = Z12%23 — 722713,

3o = 212231 — 211232, 223 = 221713 — 211723,

il vient finalement:
P(e,are1 + ages, z) — P(z,a1e1 + ages, €) = araz(a; — az) (213232221 — 231212%23)

ce qui est une expression non identiquement nulle. [ ]

Theorem 5.2. Nous avons:
C[3V]¢’ = C[3V]°[P].

Proof.  Les éléments de C[3V]% sont ceux de C[3V]¢" qui sont invariants par
la transposition (z,y,z) — (‘z,!y,' 2):
C[3V]¢ = (C[3V]¢")e/".
Comme G/G, est fini, 'application inclusion:
C[3V]¢ — C[3V]¢’

fait de C[3V]%" un C[3V]%-module de type fini (cf [Kra85] page 111), en partic-
ulier, les polynomes f1, fa, -+, fi1 forment un systeme de parametres homogenes
de I'algebre C[3V]¢’ et la série de Poincaré de cette algebre s’écrit donc (il est
facile de constater que le degré d'un invariant est un multiple de trois):

l 3i
- ast
Pt) = — =0t
(1 —t3)10(1 — ¢5)
Maintenant, on observe que dim3V = 36 — 3] d’apres un résultat de F. Knop

(voir [Kno86], on peut aussi consulter [Pop92]): nous devons vérifier la condition
suivante:

codim{v € 3V/dimG, > 0} > 2

ou G, est le sous-groupe d’isotropie de v. Pour un triplet v = (z,y,2) situé
en dehors d’une sous-variété de codimension au moins égal a deux, nous pouvons
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supposer que I'un des trois éléments, mettons x, soit inversible, et que 'un des
deux autres éléments, mettons y, ait trois valeurs propres distinctes; sous I’action
du groupe G, on peut ramener x & Ae et sous I'action de K° (qui laisse fixe €), on
peut ramener y a un élément de la forme »_ A;e; (ou les trois coefficients A; sont
distincts). Finalement, regardons le sous-groupe d’isotropie de v = (e, > \je;, 2):
un élément g de G° qui laisse fixe e et > \;e; est nécessairement dans le groupe
M?: la condition ¢.z = z montre alors que pour z en dehors d'un sous-espace de
codimension au moins égal a deux, G, est fini.

Nous avons donc 31 = 9; enfin, les anneaux A(p) étant de Gorenstein (cf
[Pro07], page 562) nous avons ag = ag = 1 et ag_3; = ag;; finalement:

1+ agt® +ast® + ¢
PQy_(l—ﬁP%1—ﬁ)'

Il nous suffit alors de calculer, par utilisation du logiciel LIE, la dimension de
Pespace C[3V]5’ des éléments homogenes de degré 3 de C[3V]%" pour déterminer
le coefficient as; on trouve:

14+t
(1= )01 =)

P(t) =
11 existe donc un polynéme h homogene de degré 9 de C[3V]% tel que C[3V]§° =
C[3VI]§ @ Ch et
C[3V]¢’ = C[3V]¢ + C[3V]%h.

Le théoreme en résulte facilement. ]

6. Quelques remarques sur les algébres C[pV|¢ pour p > 3.

On sait (voir [Pro07], théoréme 1 de la page 386) que les éléments de C[pV]¢ sont
obtenus, pour p > dimV, par polarisation de ceux de C[(dimV)V]%; sauf pour
le cas V = Vj, nous ne connaissons pas de famille génératrice de cette algebre.
Considérons le cas V = Vj: la détermination des invariants (et plus généralement
des covariants) de plusieurs formes quadratiques ternaires sous 'action du groupe
G = SL(3,C) est un probleme qui a été abondamment étudié par la théorie
classique des invariants; dans ce cas, comme le groupe G est inclus dans SL(V), le
déterminant Det(zy, xa, -+ ,26) est un invariant et on sait (voir [Pro07], théoreme
2 de la page 386) que l'algebre des invariants de C[pV] est engendrée par les
polarisés des invariants de 5 copies de V et par les déterminants de 6 copies de
V. La détermination d’une famille génératrice de C[5V]“ a été achevée en 1948
par J. A. Todd (précisant un travail effectué en 1910 par H. W. Turnbull [Tur10]):
cet auteur donne dans [Tod48] et [Tod51] une telle famille sous forme symbolique.
Dans [Bli08], nous explicitons ces éléments a partir de la forme trilinéaire f et
de I'application X, plus précisemment, on vérifie, en comparant avec la famille de
J. A. Todd, que l'algebre C[5V]¢ est engendrée par les polynémes f(z;, z;,xx),
flxs X @y, X T, Ty, X ) €8 f((25 X 25) X (T X 1), (X, X Tp) X (25 X Tp), Tq) -
En résumé, dans le cas V = V;, 'algebre C[pV] est engendrée par les invariants
de la forme f(u,v,w) ol u,v,w sont des mondmes (convenables) en 1, za, - - T,
construits avec l'opération x , et par le déterminant Det(x;,, x;,, -, Z4) -
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Nous allons voir que la situation est plus complexe pour les trois autres
Vi,i > 0. Considérons d’abord l'algebre C[pV]¥: elle contient la sous-algebre
Tr(pV) engendrée par les éléments de la forme tr w, ou u est un monoéme de
Jordan en xy,--- ,x,; d’autre part, en utilisant le logiciel LIE (ou en s’armant de
patience), on peut constater qu’il existe, pour certaines valeurs de p, des éléments
multilinéaires p-alternés dans C[pV]¥: dans le cas de V, par exemple, il y a un
invariant multilinéaire 5-alterné (unique a un scalaire pres), et dans le cas de Vj
il existe une forme multilinéaire 9-alternée K -invariante. De tels polynomes ne
peuvent étre dans la sous-algebre Tr(5V) (ou dans Tr(9V)): en effet, les éléments
de Tr(pV) sont de la forme:

P:Ztrul tr ug - - - tr u,

ou uq, - --u, sont des monomes de Jordan et avec 1 < r < p; une telle expression
ne peut étre p-alternée, car en leur appliquant des opérateurs "somme alternée”:

Ai . f(wla te 7371') = Z E(U)f(xo(l)a e 7x0(i))

ceS;

on détruit des termes dans la somme, par exemple si un terme tr uy tr us - - - tr w,
contient tr [z; @ (z3 @ x3)], il sera détruit par un opérateur A, portant sur les
variables x5 et x3, puisque e est commutatif.

Remark 6.1. Ces arguments sont tirés de [I1t97] (ils ne se trouvent pas dans
I'article [I1t98] publié sous le méme titre). Signalons que dans [I1t97] 'auteur
se place dans la situation V' = V3 et donne explicitement une forme multilinéaire
5-alternée sur Vi, invariante sous K, malheureusement cet invariant est identique-
ment nul: pour V' = V3, il n’ existe pas de forme multilinéaire 5-alternée non nulle
et K-invariante (vérification par LIE: la décomposition du K module Alt’(V*)-
qu’il note alt_tensor(5,1X]0,0,0,0] + 1X]0,0,0, 1], F4)-en modules irréductibles
ne fait pas apparaitre le module trivial (]0,0,0,0], £'4)). On peut néanmoins voir
que la formule donnée dans [I1t97] définit bien une forme multilinéaire 5-alternée
non nulle et K -invariante dans la situation V' = V5 (ainsi que pour V = 1} et
V' = V7). On peut également vérifier que la formule

Y (o)t oy o)

geGs

donne, pour les cas V = V;, V5, la méme (a un scalaire multiplicatif pres) forme
multilinéaire 5-alternée non nulle et K -invariante.

Maintenant, nous avons:

Proposition 6.2.  Soit p > 1 un entier, alors l’application:
ClpV]® — Clp - V],

P(xy, - ,xp) — Ple,xg, -+, 1)

est surjective.
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Proof. En effet, d’apres le principe du transfert (voir par exemple [Gro97)),
I’application:
(ClG/K] & Cl(p - V])” — Cl(p - 1)V]¥,

Z Ji @ wi — Z fi(e)w;

est un isomorphisme d’algebres. D’autre part, le lemme 2.3 montre que la restric-
tion:

ClV] — C|G.e],
P = PGJ’,

est surjective, puisque G.e est un ensemble Zariski fermé de V. Il en résulte que:
CVleCllp-1)V] — C[G/K] & C[(p — 1)V],

Pow— P, Qw

est également surjectif; mais il est classique (voir par exemple la démonstration du
lemme 11.3 page 61 dans [Gro97]) que cette application donne lieu & une surjection:

(CVI®Clp—HV])® — (CIG/K] & C[(p — 1)V]),

ce qui acheve la démonstration de la proposition. [ ]

D’apres cette proposition, si par exemple V' =V ou V5, il existe un élément
P de C[6V]9, tel que P(e, s, - x¢) soit Pinvariant multilinéaire 5-alterné trouvé
par LIE et évoqué plus haut: comme l'opération X s’exprime en fonction du
produit de Jordan e et que P(e,xs, - xg) n’appartient pas a Tr(5V), le polynéme
P ne peut étre combinaison linéaire d’invariants de la forme f(u,v,w) ot u,v,w
sont des monomes construits avec x.

Remark 6.3.  Nous voyons donc que la forme des éléments de I'algebre C[pV/]¢
pour V = V;;© > 0 est plus complexe que dans le cas V' = V. Dans cette
thématique, les résultats les plus prometteurs nous paraissent étre ceux de A.
Elduque et A.V. Iltyakov dans [Eld.-11t99] (et ceux de [I1t98] en ce qui concerne
les algebre C[pV]¥) . Par ailleurs, en suivant les arguments du paragraphe 4 de
[Bli08], on peut obtenir les résultats suivants, qui précisent un peu ceux de [Eld.-
[1t99]: pour i = 1,2, Palgebre C[pV;]¢ est entiere sur la sous-algebre engendrée
par les invariants f(x;,xj,zx) et f(x; X xj,T% X 21, T, X T,); pour le cas de
I’algebre exceptionnelle Vi, il faut adjoindre a la sous-algebre les éléments de la
forme f((x; x z;) X (2 X 1), (X X T,) X (T X Xp), ,), mais la démonstration de
ces faits, sans étre difficile, est longue et assez pénible, surtout pour le dernier cas.

7. Appendice.

On se propose ici de donner quelques précisions sur les quatre algebres de Jordan
complexes simples et de rang 3; nos références sont [Bra.-Koe66] et [Far.-Kor94]
ainsi que [R0092].
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Soit (A, q) I'une des quatre algebres de composition (ou algebres de Hur-
witz) sur C. On associe a la forme quadratique multiplicative ¢, la forme bilinéaire
symétrique ( : ) définie par:

(a:b) = q(a+0b) —qla) — q(b).
On munit A de la conjugaison:
a=(a:1)—a

ou 1 désigne I’élément neutre de I'algebre A, de sorte que ¢(a) = aa = aa ainsi
que (a:b) = ab+ ba = 2Re(ab); cette conjugaison nous donne une involution sur
Mat(3,A):

x = (zy5) = 'z = (Tj0)-
Les quatre algebres de Jordan complexes simples de rang 3 sont alors les matrices
carrées d’ordre 3, hermitiennes a coefficients dans A:

93(A) = {z € Mat(3,A)/tx = z}

munies du produit de Jordan; on les désignera souvent par Vo C Vi C Vo C Vj.
Dans cette description, les trois matrices diagonales:

1 00 000 0 00
er=10 0 0],ea=10 1 0},es=10 0 O
000 000 0 01

forment un systeme complet d’idempotents primitifs orthogonaux, et si

S

|
39
oo 3
0T R

est un élément de 9H3(A), sa décomposition de Peirce associée s’écrit:

0 » 0 0 07 000
r=ae;+bes+ces+ |7 0 O] +10 O O)+]|0 O p|=
000 g 00 0poO

aey + beg + ces + ()12 + (4)13 + (p)23-

Dans cette description, le sous-groupe M de K laissant fixe les éléments du
systéme {ej, es, €3} peut-étre caractérisé (cela nous a été suggéré par la présentation
du groupe Spin(8,C) dans [Ro092]) de la maniere suivante: si m est dans M, il
laisse stable les espaces V;; de la décomposition de Peirce et par conséquent son
action sur un élément x s’écrit:

a r g _a_ filr) f(a)
m.|\T b p|l=|filr) b fip)
q p c fola) fs(p) ¢
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ol les trois applications fi, f2, f3 sont des isomorphismes linéaires de Vi, Vi3, Vos.
En traduisant les relations m.(r);o @ m.(r)12 = m.((r)12 ® (r)12) = r7(e; + e2) et
similaires, on arrive a la conclusion que les trois applications fi, fo, f3 appartien-
nent au groupe orthogonal O(q) de 'algebre de composition (A, q). Si (fi, fa, f3)
est un triplet d’éléments de O(q), notons par myy, 5, 5,) 'application de V' dans
V' définie par:

a r g —a_ filr) fle)
M pogo)- | T b 2] = filr) b f3(p)
q T c fola) f3(p) ¢

Proposition 7.1.  Soit (f1, f2, f3) un triplet d’éléments de O(q), lapplication
Mf1.fa.f5) €SE dans le groupe M si et seulement si pour tous p et q dans ['algebre
de composition (A, q) on a:

Proof. La condition est évidemment nécessaire puisqu’elle exprime que:

m(fl,fz,fg)((r)m ®(q)13) = m(f17f27f3)<r)12 ® M5, 1o, 15)(q)13-

Pour établir la suffisance, on commence par remarquer que my, 5, 5,) est dans le
groupe M si et seulement si:

(fi(r)iz @ (f2(q))13, (f3(p))23) = ((r)12 ® (@)13, (p)23) = 2Re((T.9)p);

en effet, par la formule du déterminant donnée au paragraphe 2, cette relation est
la condition nécessaire et suffisante sur un triplet (fi, f2, f3) d’éléments de O(q)
pour que l'application my, s, ;) conserve le déterminant, et donc appartient au
groupe G et par conséquent au groupe M puisque myy, 1, 1) laisse fixe le systeme
{e1,e9,€3}.

Soit donc (f1, f2, f3) un triplet d’éléments de O(q) vérifiant la condition de
la proposition. On a:

((f1(r)iz ® (f2(@))13, (f3(p))23) = 2Re((f1(r).f2(q)) f3(p)) =

2Re((f3(rq) f3(p)) = (f3(-9) : f3(p)),

mais comme 'application f3 conserve la forme ¢, elle conserve la forme bilinéaire
associée, ce qui acheve la preuve. [ |

Donnons maintenant les groupes GG, K pour chacun des quatre cas.

e 15 = Sym(3,C) est I'espace des matrices symétriques sur C d’ordre 3. Le
déterminant est le déterminant usuel, G s’identifie au groupe SL(3,C) agissant
sur Vy par laction g.x = ga'g; le groupe K est alors SO(3,C). LIE note la
représentation (G, Vy) par ([2,0], A2) (c’est sym_tensor(2) de la représentation
standard de SL(3,C)).
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o V; = Mat(3,C) est 'espace des matrices complexes d’ordre 3 . Ici encore
le déterminant est le déterminant usuel. C’est le seul cas ou les groupes G et K
ne sont pas connexes: ils sont engendrés par leur composante neutre et I’élément:

I’—>tl'.

La composante G° est le groupe des transformations linéaires (g1, g2).X = ¢1.X g5 "
avec g; et go dans SL(3,C), K étant alors la diagonale (g,g), g € SL(3,C).

o Vo = $H3(Hg) (o He est 'algebre des quaternions complexes). Le
déterminant est le déterminant de Study (on renvoie a 'excellent article de synthese
[Asl96] et a sa bibliographie pour tout ce qui touche au déterminant de matrices
quaternioniques); G peut étre vu comme SL(3,Hc) agissant par: ¢.X = gX'g,
K comme {g € SL(3,Hc¢)/g¢'g = Ids}.

e Pour l'algebre de Jordan exceptionnelle V3 on sait (voir par exemple

[Spr73]) que le groupe G (resp. le groupe K) est le groupe complexe simplement
connexe FEg (resp. le groupe Fj). LIE note la représentation (G,V3) (resp.
(K,V3)) par ([1,0,0,0,0,0], E6)(resp. (1X]0,0,0,1] +1X]0,0,0,0], F4)).
Dans chacun de ces quatre cas nous pourrions expliciter le groupe M et constater
en particulier que pour l'algebre d’Albert, M s’identifie & Spin(8,C)) (cf [Ada96]
et [Har90] pour tout ceci); nous ne le ferons pas car nous n’avons pas besoin de
ces identifications.
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