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Elementarer Beweis der IrrationalitElementarer Beweis der IrrationalitElementarer Beweis der IrrationalitElementarer Beweis der Irrationalit����at vonat vonat vonat von π

BBBBEHAUPTUNGEHAUPTUNGEHAUPTUNGEHAUPTUNG:::: Die Zahl π ist irrational.

BBBBEWEISEWEISEWEISEWEIS:::: Wir nehmen das Gegenteil an, n�amlich da�

π = a
b (1)

gilt, wobei a und b zwei nat�urliche Zahlen sind, und de�nieren zu jeder nat�urlichen Zahl n
zwei reelle Funktionen fn und Fn durch

fn(x) =
xn(a− bx)n

n!
,

Fn(x) = fn(x)− f ′′n (x) + f (4)n (x)− · · ·+ (−1)jf (2j)n (x) + · · ·+ (−1)nf (2n)n (x) .

(2)

Hierin bezeichnet f
(2j)
n die (2j)-te Ableitung von fn .

F�ur 0 ≤ j < n verschwindet die j -te Ableitung von fn an den Stellen 0 und π . Um das zu

erkennen, reicht es, die erste Ableitung von xn(a− bx)n zu bilden:
d

dx
xn(a− bx)n = nxn−1(a− bx)n + n(a− bx)n−1(−b)xn

= n{xn−1(a− bx)n − bxn(a− bx)n−1}
= n{(ax− bx2)n−1(a− bx)− bx(ax− bx2)n−1}
= n(ax− bx2)n−1(a− 2bx) = nxn−1(a− bx)n−1(a− 2bx)

(3)

Allein daraus ist ersichtlich, da� auch die h�oheren Ableitungen von fn bis j < n hinauf aus

Summanden bestehen, deren jeder den Faktor ax− bx2 enth�alt. Der aber verschwindet sowohl

f�ur x = 0 als auch f�ur x = π = a
b .

F�ur n ≤ j ≤ 2n ist die j -te Ableitung von fn an den Stellen 0 und π ganzzahlig. Um das

zu erkennen, reicht die Betrachtung von (3) nicht aus. Wir m�ussen dazu fn(x) nach dem

Binomialsatz entwickeln:

fn(x) =
xn

n!

(

an −
(

n

1

)

an−1bx+

(

n

2

)

an−2b2x2 − · · ·+ (−1)nbnxn
)

(4)

Setzen wir nun zur Abk�urzung cn+k = (−1)k
(

n
k

)

an−k , 0 ≤ k ≤ n , so erhalten wir

fn(x) =
1

n!
(cnx

n + cn+1bx
n+1 + cn+2bx

n+2 + · · ·+ c2nb
nx2n) . (5)

Hierin sind alle ci , n ≤ i ≤ 2n , ganze Zahlen. F�ur die erste bis n-te Ableitung der so

umgeformten Funktion fn(x) ergibt sich

f ′n(x) =
1

n!

(

ncnx
n−1 + (n+ 1)cn+1bx

n + (n+ 2)cn+2bx
n+1 + · · ·+ (2n)c2nb

nx2n−1
)

,

f ′′n (x) =
1

n!

(

n(n− 1)cnx
n−2 + (n+ 1)ncn+1bx

n−1 + (n+ 2)(n+ 1)cn+2bx
n + · · ·

· · ·+ (2n)(2n− 1)c2nb
nx2n−2

)

,.
.
.

f (n)n (x) =
1

n!

(

n!cn + [ (n+ 1)n · · · 2 ]cn+1bx
1 + [ (n+ 2)(n+ 1) · · · 3 ]cn+2bx

2 + · · ·

· · ·+ [ (2n)(2n− 1) · · · (n+ 1) ]c2nb
nxn

)

=
n!

n!
cn +

(n+ 1)!

n! 1!
cn+1bx+

(n+ 2)!

n! 2!
cn+2b

2x2 + · · ·+ (2n)!

n!n!
c2nb

nxn

= cn +

(

n+ 1

1

)

cn+1bx+

(

n+ 2

2

)

cn+2b
2x2 + · · ·+

(

2n

n

)

c2nb
nxn .

(6)
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Weil die Koe�zienten
(

n+k
k

)

cn+k , 0 ≤ k ≤ n , ganze Zahlen sind, ist f
(n)
n ein Polynom in x

mit ganzahligen Koe�zienten. Es ist f
(n)
n (0) = cn ∈ Z , und auch f

(n)
n (π) ist ganzzahlig, denn

es gilt

f (n)n (ab ) = cn +

(

n+ 1

1

)

cn+1a+

(

n+ 2

2

)

cn+2a
2 + · · ·+

(

2n

n

)

c2na
n ∈ Z . (7)

F�ur die h�oheren Ableitungen f (j) , n < j ≤ 2n , stellen sich f
(j)
n (0) und f

(j)
n (π) ebenfalls als

ganzzahlig heraus. Es ist

f (n+1)(x) =

(

n+ 1

1

)

cn+1b+ 2

(

n+ 2

2

)

cn+2b
2x+ · · ·+ n

(

2n

n

)

c2nb
nxn−1 ,

f (n+2)(x) = 2

(

n+ 2

2

)

cn+2b
2 + 6

(

n+ 3

3

)

cn+3b
3x+ · · ·+ n(n− 1)

(

2n

n

)

c2nb
nxn−2 ,

...

f (2n)(x) = n!

(

2n

n

)

c2nb
n

(8)

und folglich

f (n+k)(0) = k!

(

n+ k

k

)

cn+kb
k =

(n+ k)!

n!
cn+kb

k ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n . (9)

Um auch f
(j)
n (π) f�ur n < j ≤ 2n zweifelsfrei als ganzzahlig nachzuweisen, mu� man die

f (n+k)-te Ableitung, k = 1, 2, . . . , n , die in (8) nicht notiert wurde, genau hinschreiben. Sie

lautet, wenn man die f�ur i = 0, 1, 2, . . . , n− k g�ultige Identit�at

(k + i)!

i!

(

n+ k + i

k + i

)

=
(k + i)!

i!
· (n+ k + i)!

(k + i)!
(

n+ k + i− (k + i)
)

!
=

(n+ k + i)!

i!n!
(10)

ber�ucksichtigt,

f (n+k)(x) =
(n+ k + 0)!

0!n!
cn+kb

k +
(n+ k + 1)!

1!n!
cn+k+1b

k+1x

+
(n+ k + 2)!

2!n!
cn+k+2b

k+2x2 + · · ·

· · ·+ (n+ k + i)!

i!n!
cn+k+ib

k+ixi + · · ·+ (2n)!

(n− k)!n!
bnxn−k

(11)

Hierin sind die Faktoren
(n+k+i)!
i!n! , wie aus (10) hervorgeht, ganze Zahlen. Man erh�alt nun f�ur

f (n+k)(π) = f (n+k)(ab ) die Summe

f (n+k)(ab ) =
n−k
∑

i=0

(n+ k + i)!

i!n!
cn+k+ib

k+ia
i

bi
=

n−k
∑

i=0

(n+ k + i)!

i!n!
cn+k+ib

kai ∈ Z . (12)

Schlie�lich bleibt noch festzuhalten, da� die Ableitungen von fn f�ur j > 2n vollst�andig

verschwinden, denn xn(a− bx)n ist ein Polynom in x vom Grade 2n .

Damit haben wir folgendes wesentliche Zwischenergebnis: Die Funktion fn und alle ihre

Ableitungen sind an den Stellen 0 und π = a
b ganzzahlig. Aus diesem Grunde ist auch die

Funktion Fn an den Stellen 0 und π = a
b ganzzahlig.
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Aus (2) ist ohne Umst�ande die G�ultigkeit der Gleichung Fn + F ′′n = f abzulesen. Man

beachte dabei, da� f (2n+2) verschwindet. Diese Gleichung zieht, wie man schnell nachrechnet,

(F ′n · sin−Fn · cos)′ = fn · sin nach sich. Das ergibt nunmehr

∫ π

0
fn(x) sin(x) dx =

[

F ′n(x) sin(x)− Fn(x) cos(x)
]π

0

= F ′n(π) sinπ − Fn(π) cosπ − F ′n(0) sin 0 + Fn(0) cos 0

= F ′n(π) · 0− Fn(π) · (−1)− F ′n(0) · 0 + Fn(0) · 1
= Fn(0) + Fn(π) .

(13)

Nach unserem Zwischenergebnis ist dieses Integral eine ganze Zahl. Andererseits folgt aus

0 ≤ x ≤ π = a
b die Ungleichung 0 ≤ bx ≤ a und daraus 0 ≤ a− bx ≤ a . Mithin gilt

0 ≤ fn(x) ≤
πnan

n!
, (14)

woraus sich f�ur das Integral (13) die Absch�atzung

0 ≤
∫ π

0
fn(x) sin(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∫ π

0
fn(x) sin(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π

0
|fn(x)|| sin(x)| dx ≤

πnan

n!

∫ π

0
| sin(x)| dx =

2πnan

n!

(15)

ergibt. Weil n! schneller als jede Potenz un , u > 0 , w�achst, kann der Ausdruck 2πnan

n! f�ur

hinreichend gro�es n unter jede beliebige positive Schranke gedr�uckt, insbesondere also kleiner

als 1 gemacht werden. Zugleich ist fn(
π
2 ) sin

π
2 = 1

n!(
a
2b)

n(a− b a2b)
n sin a

b > 0 , so da� wegen

der Stetigkeit von fn · sin
∫ π

0
fn(x) sin(x) dx > 0 (16)

gesichert ist. Zusammen mit (15) (bei hinreichend gro�en n) haben wir damit einen Wider-

spruch gegen die Ganzahligkeit des Integrals
∫ π

0 fn(x) sin(x) dx erlangt. �

Quelle: http://www.lrz-muenchen.de/ hr/numb/pi-irr.html
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