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Elementarer Beweis der Irrationalitit von 7

BEHAUPTUNG: Die Zahl 7 ist irrational.

BEWEIS: Wir nehmen das Gegenteil an, ndmlich da

mw =

(1)

gilt, wobei a und b zwei natiirliche Zahlen sind, und definieren zu jeder natiirlichen Zahl n
zwei reelle Funktionen f,, und F, durch

fulz) = M,

n!
Fu(z) = fa(z) = fl(@) + f{ (@) =+ () fP (@) + -+ ()" P ()

Hierin bezeichnet f,ng ) die (2j)-te Ableitung von f,, .

SIS

(2)

Fir 0 < j < n verschwindet die j-te Ableitung von f,, an den Stellen 0 und 7. Um das zu
erkennen, reicht es, die erste Ableitung von x™(a — bx)™ zu bilden:
% z™(a —bx)" = na" (a —bx)" +n(a — bx)" " (=b)z"

= n{z" Y(a — bx)" — bz"(a — bx)" "'}

= n{(ax — bz*>)""Y(a — bx) — br(azx — bz*)" '}

= n(az — bx?)"(a —2bx) = nz" '(a —bx)" " (a — 2bx)
Allein daraus ist ersichtlich, da3 auch die hoheren Ableitungen von f,, bis j < n hinauf aus

Summanden bestehen, deren jeder den Faktor ax — bz? enthilt. Der aber verschwindet sowohl

fir £ = 0 als auch fir x:ﬂ:%.

(3)

Fir n < j < 2n ist die j-te Ableitung von f,, an den Stellen 0 und 7 ganzzahlig. Um das

zu erkennen, reicht die Betrachtung von (3) nicht aus. Wir miissen dazu f,(z) nach dem
Binomialsatz entwickeln:
n

fulz) = x—' <a” - <T> a" o + (g) a" 2% — 4 (—1)"b”x"> (4)
n!

n

Setzen wir nun zur Abkiirzung ¢, = (—=1)¥(})a""%, 0 <k < n, so erhalten wir

1

fn(x) = E(Cnxn + Cn+1bxn+1 + Cn+2bxn+2 +-+ Cannxzn) . (5)

Hierin sind alle ¢;, n < ¢ < 2n, ganze Zahlen. Fiir die erste bis n-te Ableitung der so
umgeformten Funktion f,(x) ergibt sich

1
fi(z) = ﬁ(ncnxnfl + (4 1D)epp1bz™ + (0 + 2)cppabz™ ™ + -+ (20) e, b 271,

1
filz) = E(n(n —Deaz" 2 4 (n 4+ Dncpp1bz™ L+ (n 4+ 2)(n + 1)cppobz™ + - -
o+ (2n)(2n — D)egb 2?7,

1
fim(z) = E(n!cn +(n+1Dn-2leppibrt +[(n+2)(n+1)---3]cppobr® +--- (6)
o+ [2n)(2n = 1) -+ (n 4 1) Jegpb™a™)
T R E T T I T P A

= Cp + <n 1‘ )Cn+1bx + <n; )C'n,+2b2x2 + e + ( n) Cannxn .
n

-1 —



Datei: C:\VTeX\TD\MATHEM \pi ist irrational.tex — 15. August 2007‘

Weil die Koeffizienten (":k)c,wrk , 0 < k <n, ganze Zahlen sind, 1st fn (") ein Polynom in z

mit ganzahligen Koeffizienten. Es ist fn )( 0) = ¢, € Z, und auch fn (7r) ist ganzzahlig, denn

es gilt
n+1 n+2 2n
fr(Ln)(%) = Cn+< 1 >cn+1a—i—< 9 )cn+2a2+--~+ <n>62na" €. (7)

Fiir die hoheren Ableitungen fU), n < j < 2n, stellen sich fy G )( 0) und fn G )( ) ebenfalls als
ganzzahlig heraus. Es ist

1 2 2
f(n+1) (fE) = (n —::-_ >0n+1b + 2 <n —2i_ )Cn+2b2x +---+ n< n> C2nbn$n71 >
n

5 2
FOD () = 2(” ;r )cn+2b2 +6 (n ;r 3> Cnyab’e + -+ n(n — 1)< n> canb"2" 7,
mn

(8)
2
e (@) = n!( ”)b
n
und folglich
k k)!
FOER () = Kl <”Z >cn+kbk _ +, P oo b €2, k=12 .n. (9)
n!
Um auch f(j )(7r) fir n < j < 2n zweifelsfrei als ganzzahlig nachzuweisen, muf} man die
f("tF)_te Ableitung, k = 1,2,...,n, die in (8) nicht notiert wurde, genau hinschreiben. Sie
lautet, wenn man die fiir ¢ =0,1,2,... ,n — k giiltige Identitat
(k+d)! (n+k+i\ _ (k+i)! (n+k+1)! _ (nt ki) (10)
il k+i ! (k+i)!(n+k+i—(k+1i))! i'n!
berticksichtigt,
k+0 k+1)!
O (@) = (n+k+0) Cryib” (ntk+1) Cniki1b"
0!l'n! 1!n!
(n+k+2)!
ol Cn+k+2bk+2flf2 + - (11)
(n+k+1)! kti i 2n)! ek
Tl Gl S b
Hierin sind die Faktoren w wie aus (10) hervorgeht, ganze Zahlen. Man erhélt nun fiir

frHR) () = fFR) () die Summe

n—k n—k :
(n+k)2 (n+k+1)! k+a B (n+k+1)! ki
f b ; Z' n' Cn—i—k—i—zb bl = ; 71' n' Cn—l—k:—l—zb a' €7. (12)
Schlief3lich bleibt noch festzuhalten, daf® die Ableitungen von f, fiir j > 2n vollstindig
verschwinden, denn z"(a — bx)" ist ein Polynom in = vom Grade 2n.

Damit haben wir folgendes wesentliche Zwischenergebnis: Die Funktion f, und alle ihre
Ableitungen sind an den Stellen 0 und 7 = § ganzzahlig. Aus diesem Grunde ist auch die
Funktion F an den Stellen 0 und 7 = { ganzzahlig.
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Aus (2) ist ohne Umstande die Giiltigkeit der Gleichung F, + F)) = f abzulesen. Man
beachte dabei, dal§ f (2n+2) yerschwindet. Diese Gleichung zieht, wie man schnell nachrechnet,
(F) -sin—F, - cos)’ = f, -sin nach sich. Das ergibt nunmehr

/OW fn(x)sin(x)de = [Fé(x) sin(z) — F,,(z) cos(a:)];T
= F!(r)sinm — F,(7)cosm — F/(0)sin0 + F,(0) cos 0 (13)
= F,(m) -0 = Fp(m) - (=1) = F,(0) - 0 + F(0) - 1
= F,(0) 4+ F,(nm).

Nach unserem Zwischenergebnis ist dieses Integral eine ganze Zahl. Andererseits folgt aus
0<r<nm= % die Ungleichung 0 < bx < a und daraus 0 < a — bx < a. Mithin gilt

0 < fule) < =0, (14)
n!
woraus sich fiir das Integral (13) die Abschétzung
0 < / frn(x)sin(z) dx = / fn(z)sin(x) dx
0 (7)1' n .. n v 2 n . n (15)
m"a m"a
< / | fr(2)||sin(x)| dz < / |sin(x)| dz =
0 n' 0 n'
ergibt. Weil n! schneller als jede Potenz u"™, uw > 0, wéchst, kann der Ausdruck 2””# fur

hinreichend grofes n unter jede beliebige positive Schranke gedriickt, insbesondere also kleiner
als 1 gemacht werden. Zugleich ist f,,(%)sing = 5 (&)"(a — b)"sin % > 0, so daR wegen

2 n!
der Stetigkeit von f,, - sin
/ fn(z)sin(x)dz > 0 (16)
0

gesichert ist. Zusammen mit (15) (bei hinreichend grofen n) haben wir damit einen Wider-
spruch gegen die Ganzahligkeit des Integrals foﬂ fn(x)sin(x) dz erlangt. [J

Quelle: http://www.lrz-muenchen.de/ hr/numb/pi-irrhtml



